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I. Abschnitt. 

Elemente der Perspektire ebener Gebilde Im 
Banme und in der Ebene. 



Meiosen von Strecken und Winkeln. 

1. In der elementaren Planimetrie zieht man nur 
die Länge einer Strecke in Betracht, ohne auf die Eich- 
tung, in welcher ihre Länge gemessen ist, Kücksicht zu 
nehmen. Für die folgenden Betrachtungen dagegen ist 
es von grundlegender Bedeutung, auch die Eichtung, in 
welcher die Ijänge gemessen ist, zu beachten. 

Ist eine Strecke von den beiden Punkten A und B 
begrenzt, so soll ihre absolute Länge, d. i. ihre Länge 
ohne Eücksicht auf die Eichtung, in welcher die Strecke 
beim Messen durchlaufen wird, mit AB oder J5^ be- 
zdchnet werden. Faßt man aber auch die Eichtung ins 

Auge, so soll die Strecke mit AB oder BA bezeichnet 
werden, je nachdem die Strecke von A nach B oder von 
B nach A gemessen werden soll. In diesem Falle kenn- 
zeichnet also die Eeihenfolge der Buchstaben die Eich- 
tung der Strecke (gerichtete Strecke). 

um in der Eechnung den Unterschied der beiden 
Bichtungen einer Strecke zum Ausdruck zu biingen, 
nimmt man ihre Länge positiv oder negativ, je nachdem 
die Strecke in der einen oder der ajcÄet^xv "^OöisÄsaü^ 
änrcblaufen wird. DementsprecVien^ \>e^^\e)ccsi<bV \öas^ ^^ 
eioe RichtuDg der Strecke als die po^xlV^e, ^^ eö\.^^'^^^ 
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gesetzte als die negative Richtung. Welche von beiden 
Richtungen man als positive wählt, ist willkürlich; nur 
wählt mau für alle Strecken einer Geraden g dieselbe 
Richtung als positive. In der Figur 1 bezeichnet der der 
Geraden g beigefügte Pfeil die positive Richtung, Ist die 




f 



Fig. 1. 

absolute Länge der Strecke AB gleich a Längeneinheiten, 

so ist also für die linksstehende Figru* Aß = a^ BA = — a 

und für die rechtsstehende AB = —a^ BA = a. Wie 
man mithin auch die positive Richtung wählen mag, stets 
ist für eine gerichtete Strecke 

ÄB=—BÄ oder AB + ^2 = . 

Zwei gerichtete Strecken von gleicher absoluter 
Länge können demnach nur dann einander gleich sein, 
wenn sie in derselben oder in parallelen Geraden liegen 
und gleichgerichtet sind. 

Nimmt man auf g einen dritten Punkt C noch hinzu, 
so überzeugt man sich, wie auch C zu ^ und B liegen 
mag, leicht von der Richtigkeit der Gleichung 

Jb + BC=Jc oder ÄB + 'BC+CÄ = . 

2. Um den von zwei sich schneidenden Geraden 
(Strahlen) a und b gebildeten Winkel unzweideutig be- 
stimmen zu können, setzt man zunächst für jede Gerade 
dje positive Bichtung und ferner für die Ebewe ab dea 
j?osjtiveii Drehsinn willkürlich iest. Daxm äo^Öl ^^h 



Das Abstandsverhältnis. 



den Winkel bezeichnen , um den man den StraM a in 
positivem Sinne um = a X ^ drehen muß, bis er mit 
dem Strahle h so zusammenfällt, daß sich auch die posi- 
tiven R chtungen decken. Die Figiu-en 2 veranschaulichen 
die verschiedenen Möglichkeiten ; die den Kreisbögen an- 






m 

Fig. 2. 

gefügte Pfeilspitze gibt den positiven Drehsinn und zu- 
gleich < a 6 an. Für jede mögliche Annahme aber gilt stets 

und mithin 

sinaft — — sinfta . 

Das Abstandsverhältnis. 

3. Das Yerhältnis zweier gerichteter Strecken der- 
selben Geraden g ist nach § 1 eine positive oder ne- 
gative Zahl, je nachdem beide Strecken gleich oder 
entgegengesetzt gerichtet sind. 

Im besonderen ist das Abstandsverhältnis 



ÄG 
CB 



= X eines Punktes C von den Endpunkten einer 



Strecke AB eine positive Zahl, wenn G ein innerer, 
d. h. zwischen A und B gelegenex PwnW SäX. V:l.^,^\^.V^ 
rechts), c^g-egienejrienegativeZaJai^^evfliG ^\xiVJ^^^^^^ 
Punkt ist (z. B. Fig. 1, üoks). 
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Läßt man nun C die ganze unendliche Ge- 
rade ^^ durchlaufen, so nimmt A alle Zahlenwerte 
von — cx)bis+ooan. Fällt nämlich G mit Ä zusammen, 
so ist X gleich Null; durchläuft dann G die Strecke von 
A nach B, so wächst AG ^ während GB abnimmt, und 
folglich diu-chläuft X stetig alle positiven Zahlen bis +cx) . 
Für den Halbierungspunkt JET ist A = 1 . 

Liegt G außerhalb der endlichen Sti*ecke ^J5, so ist 
AG>GB, wenn G über B hinausüegt, wn^ AG<GB, 
wenn G jenseits A liegt. Dementsprechend hat X in dem 
ersteren Falle Werte < — 1 und in dem letzteren solche 
> — 1 und < . Läßt man G von einem äußeren Punkte 
her sich B unbegrenzt annähern, so strebt X gegen — oq^ 
Wenn aber G unendlich fem liegt, sei es auf der Seite 
von A oder auf der von 5, so ist 



AG AB + BG _ AB-GB _ 
Gb" 'GB ~ GB ~ ' 



AB 

da J15 endlich, GB unendlich groß, also ■^=^ == ist. 

GB 
Bedient man sich der Ausdrucks weise, daß jede 
Gerade nur einen unendlich fernen Punkt besitzt 
— einer Ausdrucksweise, deren Zweckmäßigkeit sich 
fortwährend zeigen wird — , so entspricht auf einer Ge- 
raden g , nach Wahl der beiden Punkte A und B^ jedem 
beliebigen Punkte G ein bestimmtes Abstands- 

ÄC 

Verhältnis ^=^ = A, und umgekehrt jedem Werte 

GB 
von ^ ein bestimmter Punkt G\ ivwr dexa Pvwaktfö B 
entsprechen die uneigentlichen Zahlen -V^ ^"^^ — ^ 



Das Abstandsverhältnis. 
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4. In ganz ähnlicher Weise bestimmt man die Lage 
eines durch den Schnittpxmkt zweier Strahlen a und h 
gehenden dritten Strahles c durch das Abstandsverhältnis X 
eines l)eliebigen seiner Punkte P von a und h . Der Wert 
dieses Abstands Verhältnisses ist, wie leicht ersichtlich, 
für alle Punkte von c gleich 



A = 



smac 
mich 



und unabhängig von der Wahl der positiven Kichtung 
von c . Die Betrachtungen über die Werte, welche X an- 
nimmt, wenn man c eine halbe Umdrehung ausführen 




Fig. 3. 



läßt, sind dieselben wie in § 3, und der an seinem Schlüsse 
ausgesprochene Satz läßt sich wörtlich auf Strahlen über- 
tragen. Der Wert 1 = 1 entspriclat d^xiCL "SaJ&sssscNisss^- 
strahle h des Winkels ab, der ^es^ 1.= — V ^wv 
Balbierangsstrahle k seines Nebeii^iraikÄa ^^\^-*^- 
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Das Doppelverhältnis. 

5 . Nimmt man zu dem Punkte C , der die Strecke Ä B 

ÄC 
in dem Verhältnisse -^=- = X teilt, noch einen vierten 

GB 

Punkt D (vgl. Fig. 4) hinzu, der dieselbe Strecke in dem 

Verhältnisse = u teilt, so nennt man den Quotienten 

DB 

dieser beiden Abstandsverhältnisse 



ÄC ÄD 
GB DB 

das Doppelverhältnis der vier Punkte Ä^B^ G^D 
und bezeichnet es durch 

{ABGD), 

wo die Reihenfolge der Buchstaben wesentlich ist*). 

Unter dem Doppelverhältnisse von vier durch einen 
Punkt gehenden Strahlen a , 6 , c , d versteht man ent- 
sprechend den Quotienten 

sinac ^inad 
smco sinao 

und bezeichnet es mit 

{ahcd) . 

Wie man sich leicht überzeugt, bleibt der Wert 
von {ab cd) ungeändert, wenn man als positive Richtung 



*) Zur Bildung des Doppelverhältni sses au s dem Symbole 
(^^^OI?) merke maji sich das Schema A B C D , 



ein 
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eines oder mehrerer Strahlen die der gewäMten entgegen- 
gesetzte Richtung nimmt. 

Wählt man 
, . fPunkte ^, J5, C auf einer Geraden ^1 . , 

\Strahlena, b, c durch einen Punkt Oj ' 

,„.., V. ^' X.' ' j. fPunkte D\ 

gehört jedem beliebigen vierten <^, , , ,> 

bestimmter Wert v des Doppelverhältnisses zu, 
und umgekehrt entspricht jedem Werte von v ein 

und nur ein Ic,. i i -, j ? •>?. Denn durchläuft der 

\Strahld durch Oj 

Punkt JD die Gerade g , bzw. dreht sich der Strahl d 
um , so nimmt jn und folglich auch — aber in anderer 
Reihenfolge — der Quotient X : ju = v j da k eine be- 
stimmte endliche Zahl ist, alle Werte- von —oo bis -\-oo 
an. Ist aber umgekehrt v gegeben, so kann man den zu- 
gehörigen Punkt D oder Strahl d auf Grund der Glei- 
chung 

AD 1 ÄC 



DB '^ CB 
bzw. 

sinad 1 sinac 



sin 6^5 V sincb 

eindeutig bestimmen. 

6. Yon besonderer Wichtigkeit ist der Fall, daß der 
Wert V des Doppel Verhältnisses gleich — 1 ist. Yier 
Punkte oder Strahlen, deren Doppelverhältnis den Wert — 1 
besitzt, nennt man harmonische Punkte bzw. har- 
monische Strahlen. 

Da aus v = —1 folgt, daß \i = —V. \^\.^ ^aißR» ^^ 
Abstandaverhältnisse der Punkte C , D ^^\x^^^^ ^ ^ ^ 
von den Funkten A , B (Strablen a , b^ e\\x«cA?st ^^^^'^^ 
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gesetzt gleich sind, so muß einer der Punkte C und D 
zwischen Ä und B , der andere außerhalb liegen, bzw. der 
eine der beiden Strahlen c und d den ^ab ^ der andere 
seinen Nebenwinkel teilen. 

Ist A z. B. > , so teilt der Punkt C die Strecke AB 
innerlich, der Punkt D die Strecke AB äußerlich in dem- 
selben absoluten Verhältnisse. Da aber 



..r.^x^^ ^^ ^^ OA CB , ^ ^ , ^, 

(ABCD) = -=^ : ^=^ = .=r : =^ = (CD AB) 
CB DB AD BD 

ist, so teilen auch die Punkte A und B die Strecke CD 
liarmonisch, d. h. so, daß 



CA CB 



AD BD 

ist. 

Vier harmonische Punkte gruppieren sich also in 
zwei Paare getrennter Punkte. Die Punkte jedes Paares 
bezeichnet man als zueinander konjugierte Punkte 
{A und B] (7 und D); die Punkte des einen Paares 
konjugierter Punkte liegen durch die Punkte 
des anderen Paares harmonisch getrennt. 

Ist besonders A = 1 , so ist /^ = — 1 , d. h. es er- 
gibt sich (vgl. § 3) der Satz: Zu dem Halbierungs- 
punkte einer Strecke gehört als konjugierter 
harmonischer Punkt der unendlich ferne Punkt 
der durch die Strecke bestimmten Geraden. 

Für vier harmonische Strahlen findet man auf gleiche 

Weise, daß die Strahlen des einen Paares konjugierter 

Strahlen den von den Strahlen d€S anderen Paares be- 

stiinmten Winkel xmd seinen NebenviinkeY \i«raiöCL\^ODL^ 

d, h. in demselben absoluten Abstands^erloSMiüfefi»^, XsÄftXi. 



Das Doppelverhältnis. 
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Für Jl = 1 halbiert der Strahl c den Winkel a b und der 
Strahl d den Nebenwinkel, und folglich erhält man den Satz : 
Halbiert von vier harmonischen Strahlen ein 
Strahl den von seinen beiden benachbarten ge- 
bildeten Winkel, so steht der konjugierte Strahl 
auf ihm senkrecht und umgekehrt (vgl. Fig. 3, wo 
die Strahlen a, b; h, k vier derartige harmonische 
Strahlen sind). 




Fig. 4. 



7. Für die Doppelverhältnisse von vier Strahlen 
und von ihren vier Schnittpunkten mit einer beliebigen 
Geraden gilt der folgende wichtige Satz: 

Yier durch einen Punkt gehende Strahlen 
a, fc, c, d schneiden eine beliebige Gerade g in 
vier Punkten Ä^ J5, C, D so, daß das Doppel- 
verhältnis der vier Strahlen gleich dem der vier 
Punkte ist. 

Beweis. (Fig. 4.) Bezeic\iiiet h. ^evi %<e^^^^55i«s^ 
Abstand des Punktes von g , so eTVaVt m^ö.., 'xögvÄ^ 
taan die doppelten FlächeninYiaite ^et T^x«\öö^^ -^ 



ÄG*h OA'OC'Smac 
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und CB in zweifacher Weise ausdrückt, die auch dem 1. 
Vorzeichen nach richtige Gleichung ?€ 

pi 

GB'h OC'OB'Smeb ei 

oder i^ 

AC OA sinac 1 

Qß OB sinc6 * lai 

In gleicher Weise ergeben die Dreiecke ADO und DBO\rK 

% 

V 



AD OA sinad 



Dß OB midb 

folglich durch Division 

(1) {ABGD) = {ahcd) , w. z. b. w. 

Für eine beliebige andere Gerade g^ findet man 
ebenso 

{A^B^CyD^) = {ahcd) 

und folglich auch 

(2) {ÄBGD) = {Ä^B^G^D,), 

d. h. projiziert man vier beliebige Punkte einer 
Geraden g von einem nicht auf ihr gelegenen 
Punkte aus auf irgend eine andere Gerade in 
der durch und g bestimmten Ebene, so haben 
die Projektionen der Punkte das gleiche Doppel-? 
Verhältnis wie die Punkte selbst. 

Verbindet man andererseits -4, B^ C, D mit einem 
Punkte 0' durch die Strahlen a\ h\ c\ d\ so ist auch 

{ABöD) = {a'h'c'd') 
und folglich 



I 
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9. h. schneiden sich vier von einem Punkte aus- 
gehende Strahlen mit vier von einem anderen 
Punkte ausgehenden Strahlen so, daß die Schnitt- 
punkte entsprechender Strahlen (a X «^ • • •) auf 
einerGeraden liegen, so ist dasDoppelverhältnis 
der ersten vier Strahlen gleich dem der zweiten. 

8. Die Sätze des vorigen Paragraphen geben sofoit 
auch die Lösung der folgenden 

Aufgabe. Gegeben drei Punkte Ä^ B^ (7 einer 
Geraden g ; man soll einen vierten Punkt D auf g 
so bestimmen, daß (ABCD) = v wird, wo v eine 
vorgegebene Zahl ist. 

Man ziehe (Fig. 5) durch C eine beliebige Gerade g^ , 
wähle B^ auf ihr willkürlich und bestimme dann Ä^ so, 

d3L& A^G = —V C B^ ist*). Darauf ziehe man durch 
O = ÄA^y^ BB^ eine Parallele d zu g^ ; diese schneidet 

O 






c\ 



b 






Fig. 5. 

g in dem gesuchten Punkte B . Denn wenn B^ den un- 
endlich, fernen Punkt von g^ bezeichnet, so ist 

AyD^ : B^B^ = — 1 , und da nach Konstruktion A^ C^ : C^B^ 
= — r ist, so ist {A^ B^ C^ D^) = v , und folglich nach § 8 (2) 

(ABCD) = {A^B^G^D^ = v . 

*; Figur 5 entspricht der A.Tim\ime otä» ^^^ö&^^^ 
Wertes für v, 

TT *^ 

Jlaußner, Darstellende Geometrie Ü. 
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Diese Lösung ist für jeden Wert von v brauchbar, 
gleichgültig ob C ein innerer oder äuBerer Punkt der 
Strecke Aß ist. 

Die entsprechende Aufgabe für Strahlen von einem 
Punkte S aus führt man am einfachsten auf die soeben 
gelöste zurück, indem man die drei gegebenen Strahlen 
a^ bj c mit einer beliebigen Geraden g in A, B, C 
schneidet und zu ihnen den Punkt D so bestimmt, daß 
{AB CD) =v ist; SD = d ist dann der gesuchte vierte 
Strahl. 

Perspektiye von Geraden. 

# 

9. Die Zentralprojektionen oder Perspektiven Bilder 
aUer Punkte einer Geraden g auf eine Ebene TT (Büd- 
ebene) liegen [vgl. I, 4*)] auf der Projektion ge der 
Geraden; die Bildgerade ge ist die Schnittgerade -der 
durchs und das Projektionszentrum oder Zentrum der 
Perspektive gelegten projizierenden Ebene mit der 
Bildebene TT ; ö' = ^ X ^c ist der Spurpunkt von g . 

Die zvnschen den Strecken einer Geraden und ihren 
Zentral Projektionen bestehende metrische Beziehung folgt 
unmittelbar aus den Sätzen des § 7. Betrachtet man in 
Figur 6 vier beliebige Punkte auf g und ihre Projektionen, 
so liefert die Gleichung (2) jenes Paragraphen 

d. h. die Doppelverhältnisse von vier Punkten 
einer Geraden und von ihren Zentralprojek- 
tionen auf eine beliebige Ebene sind einander 
gleich. 



V In dieser Weise werden kurz die T?%.T3jgt^^\iev!L ^'^ 
ß^/fez7 Bändebens zitiert. 
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Ist ^ II TT , so ist g^ \g und dann geht der vorstehende 
Satz in den einfacheren über: Zur Projektionsebene 
parallele Strecken verhalten sich wie ihre Pro- 
jektionen. 

Eückt in das Unendliche, so werden alle Pro- 
jektionsstrahlen ÄÄc^ B^o ••• einander parallel, die 
Dreiecke AOAc^ BOBc,.*. einander ähnlich, und 
man erhält den eben ausgesprochenen speziellen Satz für 
beliebig gerichtete Strecken (I, 9). 




Fig. 6. 

10. Einem Punkte auf g sowohl, wie einem auf g^ 
konunt eine ausgezeichnete Bedeutung zu. 

Zieht man durch den Projektionsstrahl, welcher 
parallel zu g^ ist, so verschwindet die Projektion des 
Punktes ö", in welchem er g schneidet, im Unendlichen. 
Man nennt daher O^ den Yerschwindungspunkt der 
Geraden g. Der g parallel gerichtete Projektionsstrahl 
dagegen schneidet g^ in dem Punkte Ö^-» welcfcÄÄ '^'^^ 
Projektion eines auf g — gleichgtt.ÜÄ na^^ öät ^\xä\s. ^^^st 
^dem Seite — in das ünendliclleent^o\veaex\^^»J^^^^^ 
zufassen ist; er heißt der zu g geYito^ud^ö^Va^^'^'^^^^ 

2« 
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Aus dem Yorstehenden folgt sofort weiter (Fig. 7), 
daß die Perspektiven Bilder aller Geraden, 
welche den Yerschwindungspunkt gemeinsam 
haben {z,B,g und h)j sich im Unendlichen schneiden 




Fig. 7. 

müssen, d. h. parallel sind. Andrerseits haben alle 
parallelen Geraden (z. B. h und i) denselben 
Fluchtpunkt 11^= J^ 



roo 



Perspektive ebener Figuren. 

11. Bei der Zentralprojektion einer nicht durch 
gehenden Ebene E auf die Ebene TT erhält man in 
gleicher Weise zwei ausgezeichnete Gerade e" und e^. 

Legt man (Fig. 8) durch zwei projizierende Ebenen, 
die eine parallel zu TT, die andere parallel zu E, so 
schneidet die erstere die Ebene E in der Yerschwin- 
dungslinie e", die letztere die Ebene TT in der zu E 
gehörenden Fluchtlinie ef". Alle Punkte der Ebene E , 
deren Projektionen in das Unendliche fallen, müssen 
auf e^ liegen; umgekehrt proiiziereii Äc^a. aÄa \»cÄ\i^<täcL 
fernen Punkte von E in die Punkte \oii c^. ^*^^ ^i^V^^\i^ 
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Geraden ^ und c2° sind untereinander und zu 
der Spurlinie e von E in TT parallel. 

Legt man noch durch eine Ebene _L e , welche E 
in der Fallinie u schneidet, so erkennt man sofort, daß 




Fig. 8. 



der senkrechte Abstand des Zentrums von der 
Yerschwindungslinie (bzw. Fluchtlinie) gleich 
dem senkrechten Abstände der Spurlinio von 
der Fluchtlinie (bzw. Yerschwindungslinie), also 
OV* = TirU, ?7r = C7« C7 ist. 

12. Da sich die unendlich fernen Punkte aller 
Parallelen in denselben Punkt, ferner alle unendlich 
fernen Punkte von E in eine einzige Gerade projizieren^ 
und da alle zu E parallelen E\\exv^Yi v^[v^^^?^^ ^\>Ä.^toJ!v^ 
}jDie e^ besitzen, so sagt man, die *m % *^ ü.t^'^^Vc^^ 
Ausdrucksweise in folgerichtiger ^e\^e -^^vVe^"^^^^^ 
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Parallele Gerade besitzen denselben un- 
endlich fernen Punkt. Jede Ebene E besitzt nur 
eine UDendlich ferne Gerade, die sie mit allen 
parallelen Ebenen gemeinsam hat und die der 
geometrische Ort der unendlich fernen Punkte 
aller zu E parallelen Geraden ist Die unend- 
lich ferne Gerade der Projektionsebene TT ist 
das Bild der Yerschwindungslinie von E. 




Fig. 9. 



13. Projiziert man (Fig. 9) das in der Ebene E 

gelegene Dreicik ABC auf die Ebene T\ , so erhält man 

— falls, wie vorausgesetzt wird, nicht in E liegt — 

wieder ein Dreieck A^ B^ G^ . 3ede ^ev\ft mx^öl SJmfe ^^ts:^- 

j'ektion müssen aich in der Spur e der 'EXiCTie^^^^^wösÄfiiö.^ 
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z. B. AB und ÄeBein O. Umgekehrt kann man aber 
auch ABC als Zentralprojektion des Dreiecks AgB^Cc 
ansehen. Dann hat e^ die Bedeutung der Yerschwindungs- 
linie und e* die der Fluchtlinie für die Ebene TT als 
Originalebene. 

Demnach entspricht jedem Punkte, jeder Geraden 
der einen Ebene ein Punkt, eine Gerade der andern 
Ebene so, daß beide Zentralprojektionen voneinander sind ; 
jeder Figur der einen Ebene entspricht also eine bestimmte 
Figur der andern Ebene. Jeder Punkt der Schnittgeraden 
beider Ebenen entspricht sich selbst. 

Zwei ebene Figuren, von denen jede die 
Zentralprojektion der andern ist, nennt man 
perspekÜY oder zentral -kollinear; die zwischen 
ihnen bestehende geometrische Verwandtschaft 
heißt Perspektive oder zentrale Kollineation. Die 
charakteristischen Eigenschaften zweier zentral kollinearer 
Figuren sind: 

1) Alle Verbindungslinien entsprechender 
Punkte gehen (als Projektionsstrahlen) durch den- 
selben Punkt; sie heißen auch Perspektivitäts- 
oder KoUineationsstrahlen, das Projektionszentrum 
auch Zentrum der Perspektive oder Kolline- 
ationszentrum. 

2) Die Schnittpunkte je zweier entsprechen- 
der Geraden liegen in einer Geraden, der Schnitt- 
linie der Ebenen beider Figuren, welche Achse der 
Perspektive oder Kollineationsachse heißt (vgl. 
auch I, 11). 

Ist im besonderen eine Gerade der Achse der 
Perspektive parallel, so ist es awiJsi ^^ "^ksl ^^«j^^ 
sprechende Oerade und es gWt iüT \i^\^^ ^^^ ^^^^v^^^ 
Satz des § 9. 
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14. Die Perspektive umfaßt als spezielle Fälle: 

1) Die Perspektive Ähnlichkeit oder Ähn- 
lichkeit bei ähnlicher Lage, bei welcher die KoUine- 
ationsachse im Unendlichen liegt und daher die beiden 
Ebenen einander parallel sind. Man erkennt leicht, daß 
in diesem besonderen Fall die Originalfigur und ihr Bild 
einander ähnlich sind. 

2) Die Perspektive Affinität, bei welcher das 
Zentrum unendlich fem liegt und daher die Projektions- 
strahlen einander parallel sind (1, 11). 

Die Perspektive Symmetrie ergibt sich als besonderer 
Fall von (1) , wenn das Kollirfeationszentruni in der Mitte 
zwischen der Bild- und der Originalebene liegt. Die 
affine Symmetrie und die Kongruenz sind als besondere 
FäUe von (2) bereits in 1, 11 besprochen; die Kongruenz 
kann auch noch als besonderer Fall von (1) aufgefaßt 
werden. 

15. Zwei Perspektive Figuren bleiben zu- 
einander perspektiv, wenn die Ebene E der 
einen um die Achse e in eine beÜQbige neue 
Lage gedreht wird. Das Zentrum dreht sich 
hierbei um die Fluchtlinie e~ von E um den- 
selben Winkel und in derselben Richtung, wie E 
um die Achse e. 

Beweis. (Fig. 10.) Die Ebene E ist um e in die 
neue Lage Ej gedreht, wodurch die Figur AB , , , in 
die neue Lage Ä^B^ ... gekommen ist*). Zieht man 
nun eine beliebige Gerade in E und die ihr entsprechenden 
in Ej und TT, z. B. AB ^ A^B^ und AcB , welche sich 
in O auf e schneiden, und bezeichnet die unendlich 



*J Wegen der besseren Übersic\i\A.\c\v^ev\i «oiöl Vq. ^«t 
J^yg-ur nur die Funkte A, B\ Aa ^ Ba\ Ac^^^ ^e;L«vOaaa\», 
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fernen Punkte der Geraden QA, OAa, OA, mit ff", 
Ö", (?J , 80 ist nach T 



{6G°°AB) '^ (0 OTAcBc) - 




Da infolge der Drehung von E in die liOge Ej die 
Punkte A, B,0'^ affin den Punkten ^j, Bj, fff ent- 
apreehen, ao ist 

{GG"'AB)=^{0 07AjBj) 
lind folglicli auch 

(007AABa) = (0GrA,B.). 
Die Strahlen AjAe, BjBe und die Parallele .isu 
ÖAa durch den Punkt G™ müssen sich also nach 
der Dmkehrung des zweiten Satzes*) in § 7 in 



*) Diese Umkehrung lautet: „Sind die Punkte zweier 
Geraden g und j, einander so zugeordnet, iaü tto ?««sv'wä- 
liebifi« Punkte A, B, C »,xii a wA. itwe ^\ss^te«&'s^'^^ 
Pan&e J,, B, , (7. auf g, atete M^ ABC\ = V^ ^^>^ 
M.woG^gXg^, so gehen a\6 ^TefoSoSwi»«*^^^^ 
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einem Punkte Oj , dem Projektionszentrum für Ej 
und TT, schneiden, und folglich ist auch die gedrehte 
Figur AjBj ... perspektiv zu A^Bc . . . . Die Yer- 
schwindungslinie e„ ist durch die Drehung von E in 
die Lage e^ gekommen und Yerschwindungsünie für Ej ; 

denn aus {GQ^^Aa B^) = {O O'^AB) = {Q OUeße) Mgt, 

daß Gj sich in den imendlich fernen Punkt von GAc 

projiziert, also ist Ö^Oj || G^O , 

Der zweite Teil des Satzes folgt daraus, daß*) 

GG'^p^GTO, (?G^j#(?fOj, GG'^^GG^'a 

und folglich 

ist 

Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke Gf'OOj und GAAj 
folgt noch, daß 00 ^ || AA^ ist; die Verbindungslinie der 
beiden Zentren und Oj ist also den Sehnen der Kreis- 
bögen parallel, die die Punkte von E bei der Drehung 
in die Lage Ej beschreiben. 

16. Der Satz gilt augenscheinlich noch, wenn die 
Ebene E in der einen oder der andern Richtung so weit 
gedreht wird, bis sie mit der Ebene TT zusammenfällt. 
Folglich : 

Die Zentralprojektion einer ebenen Figur 
ist zu der in die Projektionsebene umgelegten 

sprechender Punkte von g und g^ durch denselben Punkt." 
Man bestimme = AA^X BB^ und verbinde mit Cund C^, 
Angenommen, OC falle nicht mit OC^ zusammen, sondern 
schneide g^ in (7^ Dann ist nach § 7 (2) {QABC) 
= (6r AyB^ CO und wegen der Voraussetzung auch {GA^B^ CJ 
=- {G^^^ Bj C^ , w&a unmöglich ist nach § 3^ wemi C' nicht 
nii't Oj zusammenfällt 

) # bedeutet parallel und gle\c\i. 
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Originalfigur perspektiv. Die Schnittgerade 
beider Ebenen ist die Achse, und das um die 
Fluchtlinie eX* in gleicher Richtung umgelegte 
Projektionszentrum ist das Zentrum der Per- 
spektive. 

In der folgenden Figur 11, die einen senkrecht 
zu e längs u geführten Schnitt durch die Figur 8 darstellt, 
sind die beiden Umlegungen von E in TT [ — • — «und 
Index ö: Drehimg im Sinne des Uhrzeigers, — • • — • • 
Tmd Index A : Drehung im entgegengesetzten Sinne] aus- 
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Fig. 11. 



geführt. Der Abstand der umgelegten Yerschwindungs- 
linie von der Achse ist gleich dem Abstände des umge- 
legten Zentrums von der Fluchtlinie. Je nach der Richtung, 
in der die Umlegung geschieht, liegen Yerschwindungs- 
und Fluchtlinie zwischen der Achse und dem Zentrum, 
oder die beiden letzteren liegeu ^m^&^'SQ. ^sßö. ^sc^kxä^. 
Man erJtennt leicht, daÄ — now ^Yöfcm^"^^^ f^ 
geeehen — ein umgel^ter PxxtiYX. t^s2o5l ^ös^ ^"^^ 
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Zentralprojektion, z. B. A^ , bzw. Aq nicht mit Ag zu- 
sammenfallen kann. Da OOq \\ AAq ist (§ 15), so fällt 
jedoch der Punkt P, in dem OOq die Ebene E trifft, 
nach der Umlegung mit seinem Bildpunkte P^ und 
mit Oq zusammen; desgleichen bei der ümlegung in dem 
entgegengesetzten Sinne = OOj X Emit Oj . Nach 
erfolgter Umlegung von E in TT ist also außer den 
Punkten der Achse der Perspektive nur das Zentrum 
der Perspektive ein sich selbst entsprechender Punkt. 

Perspektive Figuren in derselben Ebene. 

17. Wie die Definition der räumlichen Affinität 
(1, 11) versagte, um zwei affine Figuren in derselben 
Ebene zu definieren (I, 13), so wird aus dem gleichen 
Grunde die Definition der räumlichen Perspektive in § 13 
unbrauchbar, wenn man Perspektive Figuren derselben 
Ebene direkt, d. h. ohne erst von der räumlichen Figur 
auszugehen und eine Umlegung vorzunehmen, definieren 
will. Wohl aber können die in § 13 abgeleiteten Eigen- 
schaften dazu benutzt werden. 

Demnach nennt man zwei in derselben Ebene ge- 
legene Figuren perspektiv oder zentral-kollinear, wenn 

1) jedem Punkte der einen Figur wieder ein 
Punkt der andern, jeder Geraden wieder eine 
Gerade entspricht, 

2) alle Verbindungslinien entsprechender 
Punkte (Perspektivitäts- oder Kollineations- 
strahlen) durch denselben Punkt (Zentrum der 
Perspektive oder Kollineationszentrum) gehen 
und 

3) die Schnittpunkte je zweier entsprechen- 
flar G-eraden in einer Geradeu. (de^ ke^Vi^^ <i^Y 

J^ei^spektive oder ZollineatiousacYiÄe^ Vve^^eiTv. 
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Hieraus folgt, daß jeder Punkt der Achse der Per- 
spektivität und ebenso jede durch ihr Zentrum gehende 
Gerade sich selbst entsprechen. Nach § 7 (2) haben auch 
vier Punkte und die ihnen perspektiv entsprechenden das- 
selbe Doppelverhältnis. Für zur Achse parallele Strecken 
gilt wieder dcT spezielle Satz des § 9. 

Um auf Grimd dieser Definition zu einer Figur die 
Perspektive zu konstruieren, kann man noch gewisse 
Elemente willkürlich wählen, z. B. die Achse e, das 
ZentrumO und zwei einander entsprechende 
Punkte Ä und Aq , die nur in gerader Linie mit 
liegen müssen. Dann aber ist zu jedem andern Punkte 
der Ebene sein perspektives Bild emdeutig bestimmt 

Man findet zu einem beliebigen Punkte B den Per- 
spektiven Bq , indem man (Fig. 12) die Verbindungs- 
gerade g von A mit B zieht und den Punkt G = g\e 
mit Aq verbindet; dann ist GAq = gQ die zu g Per- 
spektive Gei^e und Bq = gQ^ BO der gesuchte Punkt. 

18. Der zu gQ parallele Perspektivitätsstrahl 
schneidet g in dem Verschwindungspunkte G^^ dem 
also der unendlich ferne Punkt von gQ perspektiv zu- 
geordnet ist; umgekehrt ist dem unendlich fernen Pimkte 
von g der S(^hnittpunkt des zu g parallelen Perspektivitäts- 
strahles mit gQ als Fluchtpunkt G^ zugeordnet 

Zieht man durch G^und G^ die Parallelen e^ und e^'T 
zu e und durch , -4 , Jq die Senkrechten zu e , so er- 
hält man die beiden Paare ähnlicher Dreiecke AqLG , 
OF^G"^ und AKG, OFS°G^, mitbin 

AqL : Or> = AqG : OG'' , AK: OFS° = AG : OG^ . 

Nun sind weiter die Dreiecke AA^G ., K^^^ ^ 
OJ0 O^ eiDonder ähnlich, daket 

Jo^: 00^ = AJq : AO, AG •. OG^ = ^A^*' ^^"^ 
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und schließlich mit Hilfe der ersten Proportionen 

äO 



OF''^ 



AL, OiC = ^-^^. 



Die Längen der Strecken auf der rechten Seite hängen 
nur von den Konstanten der Perspektive (e, 0, -4, -4^), 
nicht von der besonderen Wahl der durch Ä gezogenen 




Fig. 12. 



Geraden g ab. OF^ und OF^^ sind daher für alle 

durch Ä gehenden Geraden g konstant. Wiederholt man 

nun die ganze Konstruktion für eine \ie\i^\^ ^tässä 

darcJi ui gehende Gerade, so müssen detMiajCi\i ^^ ^nccöq. 
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ihren Yerschwindungs- und Fluchtpunkt gezogenen 
Parallelen zu e mit e* und e^ zusammenfallen. 

Zieht man ferner eine Parallele h zu g , so gehört 
zu beiden, da sie denselben unendlich fernen Punkt be- 
sitzen, derselbe Fluchtpunkt Gq". Die Dreiecke G'^OH 
und G^ H"" sind aber kongruent {<^G = <^G^y 
G^G1;X0G\ GH^G'^H'^)', folglich ist auch 
G'^HW 0H\ d. h. H"^ ist der Yerschwindungspunkt 
von h. 

Daher sind e^ und ^0° die geometrischen Orte der 
Yerschwindungs- und Fluchtpunkte aller Geraden der 
Ebene und heißen deshalb auch Yerschwindungs- und 
Fluchtlinie. Es kommen ihnen alle Eigenschaften zu, 
die die gleichnamigen Linien bei der Perspektive zweier 
verschiedener Ebenen besitzen. Insbesondere folgt auch, 
da OG^^G'>G ist, daß OFS° = F^F ist, d. h. (wie 
in § 16) 

Abst. (0 , ßo°) = Abst. (e", e) , 

und daß entweder e^ und e^ zwischen O und e oder 
umgekehrt liegen. 

19. Der Punkt FS° ist der Fluchtpunkt aller zu e 
senkrechten Geraden. Man kann mithin, wenn e^ und 6o° 
bestimmt sind, den zu A Perspektiven Punkt (vgl. Fig. 12) 
in bequemer Weise auch dadurch bestimmen, daß man 
von A das Lot auf e fällt, seinen Fußpunkt K mit Fq* 
verbindet; diese Yerbindungslinie, die die Perspektive 
Gerade zu dem Lote von A ist, schneidet OA in dem ge- 
suchten Punkte Aq . . 

Hieraus erkennt man, daß zur Festlegung einer 
Perspektive in einer Ebene auch das Zentriixxi^wi^Tr^^ 
paraUeJe Gerade als Achse mid YeT^ciVi^Vxs.^^ivcs.^"^^^^'^ 
oder al8 Achse und FlucttUme ^Qi?>^^'«v ^'^^^'^^ 
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können, wo diese Bestimmnngsstücke nur die am Ende 
des vorigen Paragraphen angegebenen Bedingungen er- 
füllen müssen. 

20. Dreht man (Fig. 13) die Ebene mit g nnd e* 
um e in eine beliebige räiunliche Lage Ej und bezeichnen 




Fig. 13. 

Ö°°, öj', Gq die unendlich fernen Punkte von g-, g^t Qot 
so ist wegen der Drehung von g in g^ und der Perspek- 
tiven Beziehung zwischen g und gQ 

(OTGAjB^) = (G~G AB^ = (,G^ O A^B^ . 
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Folglich müssen sich (nach dem Satze in der Anmerkung 
auf S. 25) die Strahlen A^Aq, B^Bq, Ö^ÖSH^r^, 
G^G^llffA in. demselben Punkte Oj schneiden. Mithin 
ist auch 00"^ = O^Oj, d. h. das neue Zentrum der 
Perspektive erhält man durch Drehung von um ^o* i^ 
demselben Sinne und um den gleichen Winkel, wie e* 
um e gedreht ist. 

Zwei Perspektive Figuren in derselben Ebene werden 
daher durch jede beliebig gioße Drehung der einen Figur 
um die Achse stets in solche Lage gebracht, daß sie 
Zentralprojektionen voneinander sind. Die beiden De- 
finitionen der Perspektive (§13 und § 17) sind also völlig' 
gleichbedeutend. 

Satz von Desargnes. 

21. Nach diesen Darlegungen kann man jeden Satz, 
der für Perspektive Figiu^n des Raumes bewiesen ist, 
ohne weiteres auf Perspektive Figuren in derselben Ebene 
übertragen. Oft kann man auf diese Weise wichtige Sätze 
für die Ebene aus sinnfälligen, räumlichen Beziehungen 
gewinnen. Als Beispiel hierfür diene der berühmte Satz 
von Desargues*): 

Gehen dieVerbindungslinien entsprechender 
Ecken zweier Dreiecke ABC und AqBqCq (Fig. 14) 
durch denselben Punkt 0, so schneiden sich die 
entsprechenden Seiten beider Dreiecke auf einer 
Geraden e und umgekehrt. 

♦) Desargues, G^rard, geb. 1593 in Lyon, gest. 1661 
oder 1662 ebenda. D. war zuerst Offizier und machte die 
Belagorung von La Rochelle mit; dann lebte er als Privat- 
mann in Paris und auf seinem Landg\itÄ \i^\ Q»QrcAx\R?Q3^- Xi«t 
obi^ >atz ist bewiesen in dem von ^o^^^ \i^\^xÄ%^>?.^^^^ 
Werk M&niäre universelle de M.. Deaa.T^u^^ ^oxä^-w^^^^ 
la perspective, Paris 1648. ^ 

Haußner, Paratellende Geometxie Tl. 
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Für den Eaum (vgl. Fig. 9) ist der Satz selbfit- 
verstäadlich, wenn man ABC und AqBqCq als Schnitte 
der dreiseitigen Pyramide OABG auffaßt. Denn ent- 
sprechende Seiten beider Dreiecke müssen sich auf 
e = E X TT schneiden, da sie in derselben dritten Ebene 
liegen. Folglich gilt der Satz auch für die Ebene. 




Fig. 14. 

Liegt e unendlich fem, so erhält man den besonderen 
Fall ähnlicher und ähnlich gelegener Dreiecke. 

Man kann diesen Satz benutzen, um eine Gerade 
durch einen gegebenen Punkt, z. B. -4, nach dem 
Schnittpunkte zweier Geraden, z. B. h und ä;, zu 
ziehen, der entweder unzugänglich oder (wenn 
die Geraden imter sehr spitzem WuiikßV xw^Ävmxi^^ifet^fejc^ 
^i/r ungenau gegeben ist. "Mao. ac\i\ieÄ^ H \m.^ V. 
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durch zwei beliebige Gerade a und a^mB^C und Bq^Cq^ 
verbinde B mit Ä durch e und ziehe Cq durch B^ will- 
kürlich. Hierauf verbinde man ö^ = c x ^o ^^^ jGr= a X ö^o 
imd ziehe noch durch den Schnittpunkt J von AG mit 
OH die Gerade /CJ) , die Cq in Jq schneidet. Dann ist 
äAq die gesuchte Gerade. — Legt man keinen Wert 
darauf, das Ziehen von Parallelen zu vermeiden, was die 
eben gegebene Konstruktion tut, so ist es einfacher, e als 
die unendlich ferne Gerade anzunehmen, also üq \\ a (a be- 
liebig) und dann ^qHC^, CqWAB zu ziehen, um 
-^0 = ^0 X Cft zu erhalten. 



n. Abschnitt. 



Harmonische Eigenschaften des Tiereeks und des 

Kreises. 



Perspektive Verwandlung eines beliebigen Viereeka 

in ein Rechteck. 

22. Man bezeichnet vier Punkte -4, B, C, D 
einer Ebene, von denen nicht drei in gerader Linie li^;en, 
und ihre sechs Verbindungslinien als Ecken und 
Seiten des vollständigen Vierecks ÄBGD. Je zwei 





Fig. 16». Fig. 16^. 

Seiten, die sich nicht in einer Ecke schneiden, nennt man 
Gegenseiten, deron es demnach drei Paare (Fig. 15*) 
gibt: AB, CD; AG, BD; AD, BG. Die Schaittpunkte 
-ST , y, Z dieser Gegenseitenpaare nennt man Diagonal- 
punkte des voiJständigen Vierecks', s\ä VfAÖÄSi ^sä 
■D/ag-onaldreieck XYZ. 
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Als Seiten und Ecken eines vollständigen 
Vierseits bezeichnet man vier Gerade a^b, c^ d einer 
Ebene (Fig. 15**), von denen nicht drei durch einen Punkt 
gehen, und ihre sechs Schnittpunkte. Je zwei Ecken, 
die nicht auf derselben Seite liegen, heißen Gegenecken, 
deren es drei Paare gibt: aX^j cX^?; ö^X^j ^X^J 
a X <^ » ^ X ö • I^iö Verbindungslinien x, y , x dieser 
Gegenecken heißen Diagonalen des vollständigen Vier- 
seits; sie bilden das Diagonaldreiseit xyx, 

Tür die Zwecke dieses Bändchens genügt es, die 
Betrachtungen für das vollständige Viereck durchzuführen. 
Durch die parallel durchgeführten Untersuchungen für 
das vollständige Vierseit erhält man analoge Sätze über 
harmonische Strahlen, wie sie im folgenden für harmo- 
nische Pimkte abgeleitet werden. 

Bilden A^ B^C, D die Ecken eines Parallelogramms 
(Fig. 16), so fallen die beiden Diagonalpunkte X und Z 




Fig. 16. 

imd die sie verbindende Seite des Diagonaldreiecks ins 
Unendliche. Der dritte Diagonalpunkt Y liegt im Schnitt- 
punkte der beiden Diagonalen des Parallelogramms und 
die durch ihn gehenden Seiten x , x des Diagonaldreiecks 
sind den Seiten des Parallelogramme ^^x^XVs^. 

23. SoU ein beliebiges Vierec\L ABC"D m w^^^^- 
spektives Parallelogramm verwandeW. ^^xöievi.^ ^.^^»Ns'CöaR» 
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man nur die Perspektive so zu wählen, daß die Schnitt- 
punkte zweier Gegenseitenpaare, z. B. -4J?X ^-^ = -X" 
und ÄDy^ BG = Z auf der Verschwindungslinie e* 
liegen (Fig. 17). Wie man dann auch die Achse der 
Perspektive e (II e^) und das Zentrum wählen mag, stets 
muß das zu AB CD Perspektive Yiereck ein Parallelo- 
gramm sein (vgl. § 10). Wählt man auf dem über 




Fig. 17. 

XZ als Durchmesser konstruierten Kreise, so wird 
AqBqCqDq ein Rechteck, da OXA^OZ ist und man 
die Seiten von Aq Bq Cq Dq erhält, indem man (nach § 18) 
durch die Schnittpunkte X\ X" der Seiten AB und GB 
mit e Parallelen zu O-X", durch die Schnittpunkte Z\ Z" 
von AI) und BG mit e Parallelen zu GZ zieht. 

Schneidet die Diagonale BD d\ö YetÄck^\x\äHÄ^- 
i&/ö e^'m T, 80 ist die Diagonale B^B^ ^e>Ä"«üefö\ÄiöÖ£a\OT: , 
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Folglich wird das zu ÄBGD Perspektive Eechteek zum 
Quadrate, wenn noch ^XOT= ^TOZ = i5^ iat 
Eoustruiert man also über XT oder TZ als Sehne einen 
Kreis, in dem Ober dieser Sehne der Peripheriewinkel 45*, 
d. h. der Zentriwinkel 90" steht, so ist sein Schnittpunkt 




Fig. 18. 

mit dem Kreise über XZ das Zentrum (Fig. 18), für 
welches ABCD in ein Quadrat flbei^ht, dessen Seiten- 
größe von dem Abstände (e , e") abhängt und mit ihm be- 
liebig verändert werden kann. 

Harmonische BEgenachaften des Vierecks. 

24. Da also jedes Viereck in ein perapektivea 
Rechteck flbergefflhrt werden kann, so kommen jedem 
beliebigen Vierecke die harmonischen Ei^'t'MirJM&wsti. *>-'«• 
Beohtects zu. Nm halbieren m ^Äß'cXssSsÄ eivi,N^"=^ 
im midUchen gelegenen Seitetv sewvea "0««^«»!^^^^'=* 
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die sieh im Mittelpunkte Y des Rechtecks schneiden, 
die Seiten des Rechtecks; die Ecken irgend einer Seite, 
ihr Halbieningspunkt und ihr unendlich ferner Punkt 
bilden vier harmonische Punkte (§6, S. 14). Bei der 
Perspektiven Verwandlung einer Figur in eine andere 
gehen aber vier harmonische Punkte einer Geraden wieder 
in vier harmonische Punkte über (§17, S. 29). Man 
erhält also die Sätze: 

Je zwei Ecken eines vollständigen Vierecks 
werden harmonisch getrennt durch die Schnitt- 
punkte ihrer Verbindungsseite mit den Seiten 
des Diagonaldreiecks; je zwei Ecken dieses 
letzteren werden harmonisch getrennt durch die 
Schnittpunkte ihrer Verbindungsseite mit den 
Seiten des vollständigen Vierecks. 

Nach § 7 (1): 

Die in jeder Ecke des Diagonaldreiecks zu- 
sammenstoßenden vier Strahlen sind vier har- 
monische Strahlen. 

Nebenbei sei noch bemerkt, daß die vier Punkte 
X^Z^X^Z^ (Fig. 15*) ein zweites vollständiges Viereck 
bestimmen, dessen Diagonal dreieck Y Y^ Y^ ist. Dies er- 
kennt man leicht aus Figur 16, da dort X^Z^ \\ X^ Z^ \\ÄG 
und ZiZj II X^ Z^ II BD ist. Zieht man in der Figur 15» 
noch diese Linien, so treffen in jedem Punkte, mit Aus- 
nahme der Ecken ^, 5, (7, D, vier harmonische Strahlen 
zusammen. 

25. Die obigen Sätze kann man benutzen, um 

eine Strecke AB harmonisch zu teilen, wenn 

einer der Teilpunkte, z. B. X, gegeben ist 

'^g. 19). Nimmt man dann Z wilJkiirlich an und zieht 

Tch X eine beiiebige Gerade, deren ^eViXi\\i\iV3LT\ktft C 

f J? mit ZA und ZB im "Metern tcöX. A xxsA B €». 
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Viereck bestimmen; verbindet man schließlich Z mit 
!r=^CX BD ^ so erhält man den gesuchten Punkt als 
Schnittpunkt X^ von ZY mit AB . — Das Bemerkens- 
werte an dieser Lösung ist, daß sie nur die Benutzung 
des Lineals, nicht auch des Zirkels erfordert 




X Ji A 




-pr 



Man kann auch die Eigenschaften des vollständigen 
Vierecks benutzen, um die auf S. 34 mit Hilfe des Satzes 
von Desargues gelöste Aufgabe zu lösen, durch einen 
gegebenen Punkt Y eine Gerade nach dem un- 
zugänglichen oder ungenau bestimmten Schnitt- 
punkte X zweier Geraden h und h zu ziehen 
(Fig. 20). Man ziehe durch Y zwei Gerade beliebig, die 
h und A; in A^ B und (7, D schneiden. Dann verbinde 
man A mit Z) und B mit G und ziehe durch 
Z = AB^BG eine beliebige Gerade, welche h und h 

in iJ^ und ^ schneidet. Y^GFXBE mit Y verbunden, 
gibt die gesuchte Gerade YX, 

Mit flilfe der Sätze über das vollständige Viereck 
kann man auch vier harmonische Punkte cÄfe\ *^\s^5s\'sö^ 
rein geometrisch, ohne Benutzung deÄ^öo^^^^'^j^^^^ßKs^^'^"« 
definieren. 
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Potenz, Potenzlinie und Ähnlichkeitspnnkte. 

26. In der Planimetrie wird gezeigt, daß für jede 
beKebige durch einen Punkt P gezogene Gerade, die von 
einem Kreise k in den Punkten Ä und B geschnitten 

Avird, das Produkt ihrer Abschnitte PA'PB konstant 
und zwar gleich dem Quadrate des Abstandes d des 
Punktes P vom Mittelpunkte M des Kreises ver- 
mindert um das Quadrat des Kreisradius r ist*): 



P^ . P^ = c?2 — r2 . 

Dieses Produkt nennt man die Poteaz des Punktes P 
für den Kreis k. Je nachdem P im Innern, auf der 
Peripherie oder außerhalb des Kreises liegt, ist* die Potenz 
negativ, Null oder positiv. In dem letzten Falle kann 
man von P zwei Tangenten an k ziehen; berühren ihn 
diese in 7\ und T^ , so ist die Potenz von P dann auch 
gleich PT^ = Pri. 

27. Für je zwei nicht konzentrische Kreise gibt es 
eine Gerade, die Potenzlinie oder Chordale, die der 
geometrische Ort aller Punkte gleicher Potenz für beide 
Kreise ist. Besitzen beide Kreise gemeinsame Tangenten, 
schneiden oder berühren sie sich, so verbindet die Chor- 
dale offenbar die Halbierungspunkte der gemeinsamen 
Tangenten (vgl. Fig. 22^), bzw. die Schnittpunkte der 
Kreise oder ist ihre gemeinsame Tangente im Berührungs- 
punkte; in jedem Falle steht die Chordale auf der Zentrale 
senkrecht. Haben die Kreise keinen Punkt gemeinsam, 



*) Bezeichnet H den Halbierongspunkt von AB ^ bo ist 

~FÄ'PB = {PS+ Wä) (Pff — BH) = PH' — HA' 
— (PH' + HM') — {HA' -V B:U'\ 
= J>M' — MA' = d» — r* . 
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so liegt die Chordale außerhalb beider Kreise*) 
(vgl. Fig. 21 und 22). 

Es seien drei Kreise k^kQ^k^ gegeben und es be- 
zeichne p die Chordale von k und A^q , ^ die vonÄ; und k^ , Qq 
die von k^ und k^ . Dann besitzt der Schnittpunkt von q 
und ^Q gleiche Potenz für k , ä-q und k^ , also muß auch 
p durch ihn hindurchgehen; diesen Punkt P gleicher 
Potenz für alle drei Kreise nennt man ihren Potenz- 
oder Chor dal punkt. Man benutzt ihn, um die Chordale 
zweier sich nicht schneidender Kreise zu zeichnen, wie 
es die Figur 21 zeigt, indem man einen Kreis Är^ beliebig, 
nur so hinzunimmt, daß er k und ä^q schneidet, und von 
Q = q X Qo das Lot auf die Zentrale fällt**). 

28. DieVerbindungslimen(Ähnlichkeitsstrahlen) 
der Endpunkte je zweier paralleler, gleichgerichteter 
Eadien zweier Kreise, z. B. MÄ und NqAq in Figur 21, 
schneiden sich sämtlich in demselben Punkte S der 
Zentrale, dem äußeren Ähnlichkeitspunkte beider 
Kreise; ebenso schneiden sich die Ähnlichkeitsstrahlen, 

*) Angenommen, es gebe für zwei beliebige Kreise k 
und /Tq (Radien r und r^) stets einen Punkt, z. B. D (Fig. 21), 
der für beide gleiche Potenz hat. Dann falle man von 2> das 
Lot DC auf die Zentrale. Nach Voraussetzung ist DM^ — r* 
= DNS — rl. Auf beiden Seiten CJD« subtrahiert, gibt 
nach dem pythagoreischen Satze: CM* — r* = CNq — rj . 
Ist E irgend ein anderer Punkt der Senkrechten DC und 
addiert man wieder CE* auf beiden Seiten, so ist EM* — r* 
==ENS — rj. E hat also auch für beide Kreise gleiche 
Potenz, und folglich alle Punkte der Geraden CD, (IJie 
Verbindungslinien von D und E mit M und N^ sind in der 
Figur 21 nicht gezogen.) 

**) Aus dieser Konstruktion folgt zugleich, daß die Aar 
nähme des in der vorigen AnmeiWaii^ ^«^i^^essKö. ^<k^«^^^ 
stets zutrifft und daß zwei ILteVsö ^^xßJo^ ^>ä ««ä ^^J^^^^^^ 
besitzen. 
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die irgend zwei parallele, aber entgegengesetzt gerichtete 
Badien, z. B. MÄ und N^B^, verbinden, in demselben 
Punkte S' der Zeatrale, dem inneren Ähnlichkeite- 
punkte. Aus der Älmlichkeit der Dreiecke SMÄ und 
SN^Ja bzw. S'MA und S'N^Bo folgt 

SM: SNf. = MS' : S% =r:rf, 




Pig. 21. 

und damit nicht nur die vorstehenden Behauptungen, 
sondern weiter: Die Zentrale zweier Kreise wird 
von den beiden Ähnliehkeits punkten harmonisch 
geteilt. Durch jeden Ähnlichkeitapunkt gehen (falls sie 
existieren, wie z. B. in Fig. 22'') je uwei gemeinsame 
Tangenten beider Kreise. 

Perspektive Verwandtschaft zweier Kreise. 

PÄ SoU ein Kreis k einem sfläereti 'K-veiaa V,^ -^«t- 
tü'v entsprechen, so muß jeAem Pimtte ftsa «oieo. 
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Kreises ein Funkt des anderen und der Tangente des 
ersten Punktes die des zweiten entsprechen. 

Von dem Falle, daß sämtliche Tangenten von k den 
perspektiv entsprechenden von ätq parallel sind, kann man 
absehen. Denn dann liegt die Achse, auf der sich ent- 
sprechende Tangenten schneiden, im unendlichen. Das 
Zentrum der Perspektive liegt im äußeren oder inneren 
Ahnlichkeitspunkte, wie man leicht erkennt, wenn man 
beachtet, daß die Endpunkte paralleler Eadlen als Be- 
rührungspunkte paralleler Tangenten einander perspektiv 
entsprechen. Es liegt also der besondere Fall der ähn- 
lichen Lage vor. 

30. Kann zwischen den beiden Kreisen k und äJq 
eine allgemeine Perspektive Beziehung hergestellt werden, 
so schneiden sich alle entsprechenden Tangenten beider 
Kreise im Endlichen, nur die zur Achse e parallelen im 
Unendlichen. Folglich sind die zu e parallelen Tangenten 
p , q und joq , q^ und daher auch ihre Berührungspunkte 
P, Q und jPq, Qq [Fig. 22*)] einander perspektiv zu- 
geordnet; mithin entsprechen sich auch die zu e senk- 
rechten Durchmesser PQ und P^Qq. Da sich diese 
aber auch auf e schneiden müssen, so liegen sie in der 
Zentrale MNq beider Kreise. In diese fallen aber auch 
die Perspektivitätsstrahlen PPq und Q Qq ; folglich muß 
das Zentrum der Perspektive auf der Zentrale MN^ 
liegen und die Achse der Perspektive auf der Zentrale 
senkrecht stehen. 

Um nim das Zentnim der Perspektive zu be- 
stimmen, denke man sich einen beliebigen Strahl durch 
gezogen, welcher die Kreise in den entsprechendeti 



*) Der besseren Übersic\itAie\iV«i\\. ^^^«^ ««^^ "^ 
Pot Ä» lacht g-ezeichnet. 



>. 



^ 



4G II' HarmonisclieEigenschaftendea Vierecks u. des Kreises. 

Punkten Ä , B und Ä^ , B^ schneidet (Fig. 22). Da ferner 
die Tangenten in diesen Punkten einander entsprechen, 
so sind auch ihre Schnittpunkte M und H^ einander per- - 
spektiF zugeordnet. Die yon diesen Punkten auf OA ge- 





Fig. 92». 

fäUf«n Senkrechten HF und //^ Q^ müssen durch die 
Mittelpunkt« M und J^ gehen. Aus der Ähnlichkeit der 
rechtwinkligen Dreiecke OFH und OO^H^, OFM nnd 

(1) HF: FM= Hf,G„ : G'oA'o 
iindausdenrechtwinkligen Dreiecken fl.il JtfjZ/QB'ßZV^femer 

(2) ÄF^ = HF-FM, B^Ql = H^O^'Q^N^; 

ans (1) und (2) ergibt sieh aber 

HF:FA :FM=HnGn ■■0^D„ : G„N„ , 
d. h. , 

A HFA ~ A IJaOoBo , A AFM<^ A B^Ö^No , 
daher, da noch A F und B^ ö^ iu derselben zu HM und 
■^■^ senkrechlen Geraden hegen, 
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und ebenso 



//ßllFp^o, BMilAoK- 



Folglich muß der Perspektivitätsstrahl AA^ durch einen 
Ähnlichkeitspunkt gelieu. Sollen eich also zwei Kreise 
perepektiv entsprechen, bo muß einer ihrer Ähnlichkeita- 
punkte als Zentrum der Perspektive genommen werden. 
In Figur 22» ist der innere, in Figur 22'* der äußere 
Ähnliehkeitspunkt als Zentrum der Perspektive gewählt. 
Als entsprechende Punkte sind die Schnittpunkte eines 
Perspektivitätsstrahl es mit beidm Kreisen einander zu- 
zuordnen, in denen die Tangenten nicht pai'allel sind, 
j A und Aq , B und 5^ . 




Um nun die Achse der Perspektive e zu bestimmen, 
ziehe man durch einen zweiten Perspektivitätsstrahl, 
der k imd k^ in C, D und (7^, Dg schneidet. Dann sind 
X. B, AO und At^ Cf, perspektiv entsprechende Gerade und 
ihr Schnittpunkt E muß aul der kiiiaei \ie%ca. "?«»ßs;^**- 
man, daß MA II Jfg B^ , MD \\ N.C^ \st, so V^^ 
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In Figiir 22» ist also 
<AAqCo = 1800 _ ^ CoAqB^ = <äGCo . 

Durch die vier Punkte äCAqCq läßt sich daher ein 
Kreis legen, nach dem Satze über die Peripheriewinkel 
über demselben Bogen. Für Figur 22** folgt dasselbe, da 
< Co ^0^0 + < -^^Q) = 1800 ^d folglich ACCoA^ ein 
Sehnenviereck ist. In jedem Falle ist mithin nach § 26 



EA'EC= EAq'EGq , 

d. h. E liegt auf der Potenzlinie von k und Jcq , die dem- 
nach die Achse der Perspektive ist 

Es sei "hoch hervorgehoben, daß bei der allgemeinen 
Perspektive zweier Kreise den Durchmessern des einen 
Kreises nicht Durchmesser des anderen Kreises und also 
auch ihre Mittelpunkte einander nicht entsprech^^n, was 
auch in der Bezeichnungsweise zum Ausdrucke gebracht 
ist. Nur in den besonderen Fällen der Perspektiven 
Ähnlichkeit und der Affinität entsprechen sich die Durch- 
messer und Mittelpimkte beider Kreise. 

31. Es gibt unendlich viele Perspektiven, 
die einen Kreis und ein ihm eingeschriebenes 
Sehnenviereck in einen Kreis und ein Sehnen- 
rechteck überführen oder, was dasselbe ist, die 
einen Kreis so in einen anderen Kreis über- 
führen, daß einem beliebigen Punkte Y im 
Innern des einen Kreises der Mittelpunkt Yq des 
anderen Kreises entspricht. 

Man hat nur die Konstruktion des § 23 mit dem 
J^esultate des vorigen Paragraphen zu Nejievm^eci^ \\vöäxcl 
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man (Fig. 23) X=ÄB X CD mit Z = AD X BG ver- 
bindet, über X Z einen Halbkreis beschreibt und diesen 
mit der Geraden NY oder ihrer Verlängerung schneidet; 
dieser Schnittpunkt ist dann das Zentrum der Per- 
spektive. Wie später (§ 34) gezeigt wird, ist stets 
NYA.e^^ und folglich braucht der zu k Perspektive 
Kreis Jcq nur so gewählt zu werden, daß für beide 
Kreise (äußerer oder innerer) Ähnlichkeitspunkt ist. Wählt 
man Yq auf der Geraden NO ganz willkürlich, so hat 




Fig. 28. 

man zu einem beKebigen Radius NF von k eine Par- 
allele durch Yq zu ziehen und diese mit OF zum 
Schnitte O zu bringen; dann ist YqO der Radius des 
zu k Perspektiven Kreises äjq , dessen Mittelpunkt Yq dem 
Punkte Y im Innern von k entspricht D &QfesÄ\<i.^ V;.^ 
in der Ecke Dq des Rechtecks, desseti ^esXeö. ^^^^^ i^^ 
OX und OZ sind. Die Achse dex ^ex^^^Voc^^ N^^ ^'^ 

Ä^auÄn er. Darstellende Geometrie U. 
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Potenzlinie beider Kreise, die in der Figur nur durch die 
Schnittpunkte (o) entsprechender Seiten angedeutet ist. 
— Von der Wahl des Punktes Yq auf NO hängt die 
Größe des Radius von äJq und natürlich auch die Lage 
der Achse ab. Nimmt man im besonderen an, daß Yq 
mit dem Mittelpunkte N des Kreises k zusammenfällt^ so 
geht der Kreis k bei der Perspektive in sich selbst über; 
das Sehnen Viereck AB CD und das zu ihm Perspektive 
Rechteck sind also dann demselben Kreise eingeschrieben. 
Über diese besondere Perspektive siehe Ausführlicheres 
in § 36. 

Harmonische Eigenschaften des Kreises. 

32. Definition. Zwei Punkte, die die Sehne 
eines Kreises harmonisch teilen, heißen harmo- 
nische Pole des Kreises [z. B. -Xj ^^^^ ^^^ unendlich 
ferne Punkt Xq in Figur 24, und X2 und X in Figur 25, 
da {ABXIXq) = -1 und (ABX^X) = -1 ist]. 

Auf Grund des Ergebnisses von § 31 ergeben sich 
auch die harmonischen Eigenschaften des Kreises aus 
einer speziellen Figur in ähnlicher Weise, wie in § 24 die 
harmonischen Eigenschaften des vollständigen Vierecks 
gefunden worden sind. 

Man betrachte zu dem Zwecke (Fig. 24) ein Rechteck 
AqBqCqDq und den ihm umschriebenen Kreis. Dann 
sind der Halbierungspunkt einer beliebigen Sehne imd 
ihr unendlich ferner Punkt harmonische Pole. Nun 
haben alle parallelen Sehnen denselben unendlich fernen 
Punkt; folglich liegen alle Punkte, die mit diesem un- 
endlich fernen Punkte ein Paar harmonischer Pole bilden, 
auf dem zu den parallelen Sehnen senkrechten Kreis- 
durchmesser. In Figur 24 z. B. gehören in dieser 
Weise der unendlioli ferne Puiikt Zq öiet "^Oö^nss^^ 
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JqDo II XlX9^ II So Cf, md der Durchmesser z^ ± Af,D^ 
zusammen. Dmgekelirt sind die dem Ereismittelpunkte, 
d, i. dem Halbierungspiankte aller Durchmesser, zu- 
geordneten harmoniscbeD Pole die Funkte der unendlich 
fernen Geraden. 




Pig.2*. 



Zieht man in den Ecken dea Rechtecks die Tan- 
genten an den Kreis, so bilden sie einen Rhombus 
EffF^O'^Hg, dessen Diagonalen die Seiten des Rechtecks 
J^B^CfiD^ halbieren und deren Schnittpunkt im Kreia- 
miltelpunkte liegt. Zieht man noch durch die Ecken 
■^0 ' -^0 ' '^0 ' ^0 Parallele zu den Seiten des einge- 
schriebenen Rechtecks, so bildet jede dieser Parallelen 
mit der Diagonale der betreffenden Ecke zwei konjugierte 
Strahlen, welche die von dieser Ecke ausgehenden Tan- 
genton harmonis(h trennen (§ 6, S. 15). 

33. Da nun durch eine geeignet gewählta ?«t- 
spoktive ein Kreis und ein ihm ertigKÄfcsvÄ«K.««> ~^«=- 
liebiges SeAnenviereck in emeii. "Eieß xwi^ ^'"'^ '^"^^'" 
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geschriebenes Rechteck umgewandelt werden kann, so 
ergeben sich unmittelbar die harmonischen Eigenschaiien 
des Kreises in voller Allgemeinheit. 

Bei dieser Perspektiven Verwandlung geht das dem 
Eechteck AqBqCqDq umschriebene Tangenten viereck 

^0 ^0 ^0 ^0 (^^ ^'^ff- 2^) ^^^^ ^^ ^^s ^®™ Sebnenviereck 
ABCD umschriebene Tangentenviereck EFQH (in 
Fig. 25). Da die unendlich ferne Gerade (Fig. 24) die 
Schnittpunkte der Gegenseitenpaare sowohl des Rechtecks 
AqBqCqDq als auch des T.ingentenrhombus EqFqÖ^Hq 
enthält, da femer jede Diagonale des Tangenten- 
vierecks denselben unendlich fernen Punkt hat, wie die 
beiden ihr parallelen Seiten des Sehnenrechtecks, und end- 
lich die Diagonalen beider Vierecke sich in demselben 
Punkte Yq schneiden, so ergibt sich unmittelbar der 
folgende Satz: 

umschreibt man (Fig. 25) einem Kreise k in 
den Ecken eines beliebigen Sehnenvierecks 
ABCD ein Tangentenviereck EFOH^ so schnei- 
den sich die Gegenseitenpaare des Sehnenvier- 
ecks sowohl, als des Tangentenvierecks in den 
Punkten X, Z; J, K einer Geraden y. Ferner 
geht jede Diagonale des Tangentenvierecks 
durch den Schnittpunkt zweier Gegenseiten des 
Sehnenvierecks 

{X:=ABXODXFH, Z=ADXBCXEQ) 

und endlich schneiden sich die Diagonalen AG^ 
BD des Sehnenvierecks und EG^ FE des Tan- 
gentenvierecks in demselben Punkte Y, 

Mit Benutzung der für das vollständige Vierseit 
S^ebrauchten BeneDüimgen (§ 22,8.37^ kaxm. vciäel diesem. 
Satze, wie aus dem Perspektiven Eiec\jA.eck'ö ^öVOqX. tjq. 
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folgern ist, auch die folgende kürzere und zugleich all- 
gemeinere Fassung geben: 

Dnischreibt man (Fig. 25) einem Kreise k in 
den Ecken eines beliebigen vollständigen 
Sehnenvierecka ABCD ein vollständiges Tan- 
gentenviereeit abcd, so liegen je zwei Diagonal- 
punkte des Sehnenvierecke auf einer Diagonale 
des Tangentenviersoits (X, Y auf FH=x; 
Y, ZaMiEG = xi Z,X auf JK=y). 



Das Diagonaldreieck XYZ des ersteren f&llt 
mit dem Diagonaldreiseit des letzteren zu- 
Bammen. 

34. Da jede zu Xf, parallele Gerade*) einer Geraden 
durch den Punkt Z entspricht imd x^ der geometrische 
Ort der harmonischen Pole zu Z^ ist, so folgt, daß auch 
die zu »fl Perspektive Gerade x der geometrische Ort der 

*) Bei diesen Betrachtungen bezieheu aicli ivt-oä^ isro^ 
Indes veraehenen Buchstaben ani ■pigo^ ^, Äw ö'o»» s-s^kb- 
Index auf Figur 25. 
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harmonischen Pole, die zu Z gehören, ist. Umgekehrt 
gehört zu allen Punkten des Durchmessers x^ als 
harmonischer Pol der unendlich ferne Punkt Z^ des 
zu %Q senkrechten Durchmessers. Folglich ist auch Z 
harmonischer Pol zu allen Punkten der zu %^ Perspek- 
tiven Greraden %, 

In gleicher Weise erkennt man, daß y geometrischer 
Ort der harmonischen Pole zu Y und umgekehrt ist. 

Folglich gelten die Sätze: 

I. Die zu einem gegebenen Pole (z.B. F, 
bzw. Z) harmonischen Pole eines Kreises h liegen 
auf einer Greraden (^, bzw. i?;), die Polare des ge- 
gebenen Poles heißt. 

Die zu den Punkten einer gegebenen Gera- 
den (Polaren) (^, bzw. %) harmonischen Pole 
fallen sämtlich in einen und denselben Punkt 
(Tbzw. Z)y den Pol der gegebenen Polaren. 

IL Jede Sehne des Kreises A;, die durch 
einen gegebenen Pol geht, wird von ihm und 
seiner Polaren harmonisch geteilt. 

Da die Tangenten von dem unendlich fernen 
Punkte Zq parallel zu x^ sind, also den Kreis in seinen 
Schnittpunkten mit der Polare x^ des Poles Z^ berühren, 
und da die vier Verbindungslinien der Endpunkte zweier 
zu %o senkrechter Sehnen, z.B. A^D^ und Pq^o) sich 
auf %o schneiden, so folgt: 

III. Liegt der Pol (z. B. Z) außerhalb des 
Kreises /c, so schneiden sich die vier Verbin- 
dungslinien der Punkte, in denen zwei beliebige 
durch den Pol gezogene Sekanten den Kreis 
schneiden, auf der Polare (^) des Poles (Z). 
Diese geht auch durch die Berührungspunkte 
der durch den Pol gehenden ^Te\Ä\.a.Ti^^Tv\.^TL, 
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Das letztere muß auch noch gelten, wenn der Pol 
auf dem Kreise liegt. Dann aber fallen die beiden Tan- 
genten in die eine zusammen, deren Berührungspunkt der 
gegebene Pol ist. Folglich: 

lY. Liegt der Pol auf dem Kreise, so fällt 
seine Polare mit der Kreistangente dieses 
Punktes zusammen. 

Die Tangenten in den Endpunkten eines jeden 
Durchmessers schneiden sich auf der unendlich fernen 
Geraden (2/0), der Polare des Mittelpunktes (Yq). Den 
Durchmessern in Figur 24 entsprechen aber die Sehnen 
durch F in Figur 25. Mithin: 

Y. Liegt der Pol (z. B. Y) innerhalb des Krei- 
ses kj so schneidet seine Polare (y) den Kreis 
nicht. Legt man durch den Pol zwei beliebige 
Sehnen, so schneiden sich die vier Yerbindungs- 
linien ihrer Endpunkte in zwei Punkten der 
Polaren. Die Kreistangenten in den Endpunkten 
der Sehnen schneiden sich ebenfalls auf ihr. 

Auch hieraus folgt Satz lY. Denn liegt der Pol 
auf k , so haben alle Sehnen durch ihn den Pol als einen 
Endpunkt und folglich auch die Kreistangente in ihm 
gemeinsam. 

Die Sätze in und Y gestatten, die zu einem gegebenen 
Pole in bezug auf einen Kreis gehörige Polare zu kon- 
struieren. Man zieht durch den gegebenen Pol zwei den 
Kreis schneidende Gerade; die vier Yeibindungslinien 
ihrer vier Sclinittpunkte mit dem Kreise schneiden sich 
in zwei Punkten der gesuchten Polaren. 

Aus den Sätzen III und Y folgt auch, daß für den 
Kreis die Polare senkrecht auf der Yerbindungslinie des 
Poles mit dem Kreismittelpunkle ä\,^\l\.. T^^soä. X^^'^ ^^3^ 
Fol außerhalb, so ist seine Polare ^e ^e\ix3^>^^'^^^'^^^^ 
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der von ihm an den Kreis gezogenen Tangenten. Liegt 
der Pol im Innern des Kreises, so muß seine Polare 
parallel sein zu den Tangenten in den Endpunkten des 
Durchmessers, der den Pol mit dem Mittelpunkte ver- 
bindet. Hiermit ist auch die im § 31, S. 49 ohne Beweis 
aufgestellte Behauptung, daß in Figur 23 die Gerade 
NYj_e^ =XZ istj als richtig nachgewiesen, da e^ die 
Polare von Y in bezug auf k ist. 

Da die Pole aller Durchmesser eines Ki-eises auf 
der unendlich fernen Geraden liegen, und da umgekehrt 
die Polaren aller unendlich fernen Punkte die Durchmesser 
sind, so folgt durch Perspektive Übertragung von Figur 24 
auf Figur 25 der wichtigste Satz der Polarentheorie: 

VI. Dreht sich eine Gerade um einen JPunkt 
(z.B. F oder Z) , so bewegt sich ihr Pol auf der 
Polare des Punktes (2/, bzw. z) und umgekehrt 

Diesen Satz kann man, da der Pol Z von z auf y , 
der PolarcQ von F, liegt, auch so aussprechen: 

VI^ Liegt der Pol einer Geraden auf einer 
zweiten Geraden, so liegt auch der Pol der 
letzteren auf der ersteren. Geht umgekehrt die 
Polare eines Punktes durch einen zweiten Punkt, 
so geht auch die Polare des letzteren durch den 
ersten Punkt. 

Besitzt ein Dreieck die Eigenschaft, daß in bezug auf 
einen Kreis k jede Ecke der Pol der gegenüberliegendenSeite 
ist, so nennt man es ein Polardreieck des Kreises k. 

VII. Umschreibt man einem Kreise k in den 
Ecken eines beliebigen vollstäudigen Sehnen- 
vierecks ÄBGD ein vollständiges Tangenten- 
vierseit abcd, so ist das Diagonaldreieck XYZ 
des ersteren, das mit dem Diagonaldreiseit aj«/» 

des letzteren zusammeniäUt, em Po\^t^y^\^0&^ 
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Die Sätze YI oder VI' gestatten, dea Pol zu kon- 
struieren, -wenn die Polare gegeben ist Man bestimmt 
nämlich zu zwei beliebigen. Punkten derselben nach dem 
auf S. 55 gegebenen Verfahren die Polaren, deren Schnitt- 
punkt der gesuchte Pol ist 

3 5 . Hit Hufe des Satzes VI ' kann man auch die in § 32 
gegebene Definition harmonischer Pole erweitern und 
zugleich harmonische Polaren allgemein definieren. 

Harmonische Pole in bezug auf einen Ereis 
nennt man je zwei Punkte, von denen jeder auf 
der Polare des andern gelegen ist. 

HarmoniBehe Polaren in bezug auf einen Kreis 
nennt man je zwei Gerade, deren jede durch den 
Fol der andern hindurchgeht 




Daß diese Definition harmonischer Pole die frühere 
als speziellen Fall umfaßt, ist ohne weiteres ersichtlich 
(z. B. X und Y in Fig. 25). Sie gilt aber auch dann 
noch, wenn die Gerade diiroli die beiden Pole den Kreis 
nicht scbneidet, in welchem Falle 4\e tohssfe "^^SisfiSjiaa. 
versagt, z. B. iür X tmd Z in "Elgüs 'ä?>. 
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Falls zwei harmonische Polaren sich außer- 
halb des Ereiaes schneiden, so teilen sie den 
Winkel, den die von ihrem Schnittpunkte an 
den Kreis gelegten Tangenten einschließen, uud 
seinen Nebenwinkel liarmonisch. Z. B. sind in 
Figur 25 EX und EY zwei harmonische Polaren, denn 
X ist der Pol von EY, und folglich liegt nach TI' der 
Pol von EX auf EY; es ist nämlich E der Pol von AB 
und also X^^EYX-AB der Pol von EX. Nun ist 
aber {A BX^ .Y) = — 1 (nach 1 32), also sind die Strahleu 
von E nach A, B, X^, X vier harmonische Strahlen. 

Jede Kreistangente ist ihre eigene harmonische Polare. 

36. Ein beliebiger, aber nicht auf dem Kreise k 
gelegener Punkt und seine Polare in bezng auf k {lilden 
stets das Zentrum und die Achse einer Perspektive, 
die den Ereis k auf sieh selbst abbildet. 




Fig. 28». 



Fig. 26'>. 



Ist in den Figuren 26 der Punlit der Pol der 

Geralen e , so schneiijet jeder Straiil durch den Kreis k 

Äy Ä-eA ew^ÄprecJienden Punkten, z. B. ^und A^, Bund B^. 

^j'e Verbind ungsliaiea g ^ jlßnnd 90 = A(,Bt,s«i'Mi.«Ä«!i. 
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sich nach den Sätzen III und Y auf der Polare e, die 
also Achse der Perspektive ist. Faßt man aber Aq als 
Originalpunkt auf, so ist A sein Bildpunkt und folglich 
auch, wenn go = h als Originalgerade bptrachtet wird, 
hQ = g ihre Bildgerade. Demnach fallen die Verschwin- 
dungspunkte von g und h mit den Fluchtpunkten von 
h und g und daher auch die Verschwindimgslinie e^ mit 
der Fluchtlinie e^ zusammen. Da (§ 11) Abst. (0, e^) 
= Abst. (e, e~) ist, so muß e'' = e^ den senkrechten 
Abstand des Poles von der Polaren e halbieren. 

Diese besoudere Perspektive, bei der das Bild Aq 
eines Punktes A zugleich der Originalpunkt' des in A 
liegenden Bildpunktes ist, nennt man involutorische 
Perspektive oder wohl auch Perspektive Spiege- 
lung. Zwei zugeordnete Punkte A imd Aq werden durch 
den Schnittpunkt von AAq mit der Achse e und das 
Zentrum harmonisch getrennt. 

Umgekehrt läßt sich mit Hilfe der Polarentheorie 
leicht zeigen, daß jede Perspektive, deren Flucht- und 
Yerschwindungsgerade zusammenfallen und also den 
senkrechten Abstand des Zentrums von der Achse hal- 
bieren, jeden Kreis der Ebene, fOr den Zentrum und 
Achse der Perspektive Pol und Polare sind, in sich selbst 
überführt. Figur 26* zeigt an k^ die Konstruktion eines 
Kreises, für den eine gegebene Gerade e und ein gegebener 
Punkt Polare und Pol sind : Gerade jTbeliebig durch 0, 
durch ihren Schnittpunkt T mit e eine Senkrechte zu T] 
letztere schneidet das von auf e gefällte Lot in dem 
Mittelpunkte iltf^ des gesuchten Kreises, dessen Radius M^ T 
ist Soll innerhalb der Kreise liegen, so führt man 
die gleiche Konstruktion für die Hilfsgerade || e durch O 
und den FiLßpunkt des von aul e ^<ö^'&i^\5Kö.\jRK.^^ "»»a.^ 
wie es Figur 26^ zeigt. 
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37. Von der Perspektiven Spiegelung soll jetzt 
Anwendung gemacht werden, um einen Satz über den 
Kreis abzuleiten. 

In I, 18 sind die folgenden Sätze für den Kreis be- 
wiesen worden: 

Schneidet man die Geraden, die einen beliebigen 
Punkt P (Fig. 27) eines Kreises mit den Endpunkten 
eines Durchmessers AB verbinden, durch irgend eine 
Parallele FO zu den Tangenten in A und B^ so schneiden 
sich die Verbindungslinien dieser Schnittpunkte G und F 




'IS 



Fig. 27. 



mit A und B in einem Punkte Q des Kreises. Die Hal- 
bienmgspunkte der Strecken, welche von AP und BP 
auf beliebigen Parallelen zu den Tangenten in A und B 
ausgeschnitten werden, liegen auf der Tangente in P; 
z.B. BJ= JE, FK= KG. 

Unterwirft man nun die Figur des vorstehenden 
Satzes der Perspektiven Spiegelung, "bei öiec ^<ea!L\s\Kt^- 
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messer AB eine beliebig vorgegebene Sehne AqBq ent- 
spricht, dann ist AJq^^ BBq = das Zentrum und 
die Polare von die Achse dieser Perspektive. Den 
Tangenten in A und B und ihrem unendlich fernen 
Punkte entsprechen die Tangenten in Aq und Bq und 
ihr Schnittpunkt Lq, der Pol von AqBq, Durch Lq 
geht auch die Bildgerade FqOq von FG. Da femer 
BJ=JE, FK=KG ist, so folgt, daß Bq, Eq, Jq, 
Lq und Fq, (?q , Kq, Lq je vier harmonische Punkte 
sind. Mhhin lassen sich die obigen Kreissätze folgender- 
maßen verallgemeinern: 

I. Schneidet man die Geraden, die einen 
beliebigen Punkt Pq eines Kreises k mit den 
Endpunkten einer beliebigen Sehne AqBq ver- 
binden, durch eine Gerade, die durch den Pol Lq 
von AqBq geht, so schneiden sich die Ver- 
bindungslinien dieser Punkte Gq und Fq mit Aq 
und Bq in einem Punkte Qq des Kreises. 

II. Die Tangente in Pq teilt zusammen mit Lq 
die Strecke, die auf einer beliebigen durch den 
Pol Lq gehenden Geraden von den Geraden AqPq 
und BqPq ausgeschnitten wird, harmonisch. 



in. Abschnitt. 

Projektiye Eigenschaften der Kegelschnitte. 



Die Perspektiven Bilder des Kreises. 

38. In dem vorigen Abschnitte sind diejenigen be- 
sonderen Perspektiven behandelt, die einen Kreis in einen ^ 
andern Kreis oder in sich selbst verwandeln. Jetzt sollen 
diejenigen Kurven untersucht werden, die eine willkürlich 
gewählte Perspektive aus einem Kreise entstehen läßt. 

Definition. Die Perspektiven Bilder von 
Kreisen nennt man Kegelschnitte. 

Läßt man den Kegelschnitt durch Zentralprojektion 
eines Kreises auf eine andere Ebene entstehen, so bilden 
die Projektionsstrahlen den Mantel eines geraden oder 
schiefen Kreiskegels, je nachdem das Projektionszentrum 
senkrecht über dem Mittelpunkte des Kreises liegt oder 
nicht. Jede zu einem Kreise Perspektive Kurve kann 
daher als Schnitt der Bildebene mit dem Mantel eines 
Kreiskegels aufgefaßt werden, wodurch die Benennung 
Kegelschnitte für die zu einem Kreise Perspektiven 
Kurven gerechtfertigt ist (vgl. § 69). 

Nach den Ergebnissen von § 15 — 20 kann man 

zwei Perspektive Figuren nach Belieben durch eine ebene 

oder eine räumliche Perspektive miteinander verbunden 

betrachten. Hiervon wird im folgenden Gebrauch ge- 

macht; zunächst werden für die Herleitung der Grund- 

ejg-enschaften und der Lehre von den ^LOW^w^etV-e^X^wxOa.- 
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messem Kreis und Kegelschnitt in derselben Ebene liegend 
angenommen und dann im folgenden Abschnitte die me- 
trischen Eigenschaften aus den Schnitten eines Kreis- 
kegels abgeleitet. 

39. Bei der Zentral projektion ändern sich die Lage- 
beziehungen zweier ebener Gebilde nicht. Aus dieser 
Bemerkung folgen eine Reihe der wichtigsten Sätze über 
Kegelschnitte. 

Da dem Schnittpunkte zweier Kurven der Schnitt- 
punkt ihrer Perspektiven Bilder entspricht, und da jeder 
Kreis von einer Geraden seiner Ebene in höchstens zwei 
Punkten geschnitten wird, so gilt auch: 

Jeder Kegelschnitt kann von einer Geraden 
seiner Ebene in höchstens zwei Punkten ge- 
schnitten werden. 

Fallen die Schnittpunkte der Sekante eines Kreises 
in einen einzigen zusammen, so geschieht das gleiche 
für die Schnittpunkte der entsprechenden Sekante eines 
zu dem Kreise Perspektiven Kegelschnittes. Daher ent- 
spricht der Tangente eines Kreises und ihrem Berühmngs- 
punkte eine Tangente des Perspektiven Kegelschnittes 
und ihr Berührungspimkt, wenn (entsprechend I, 17) als 
Tangente eines Kegelschnittes jede Gerade seiner 
Ebene bezeichnet wird, die mit ihm nur einen Punkt, 
den Berührungspunkt, gemeinsam hat. 

Von einem Punkte der Ebene eines Kreises lassen sich 
höchstens zwei Tangenten an denselben legen, folglich: 

Von einem Punkte der Ebene eines Kegel- 
schnittes lassen sich höchstens zwei Tangenten 
an ihn legen. 

Nur von den Punkten äußerhalb der geschlossene». 
Kreislhiie lassen sich stets zv;ei Ta.x\^"ev:Äß?ö. ^^ ^^^s.'^^ä'»»» 
l^en, während sich von den P\3lXiY\.^xv Sx>c^'s^^^^^ ^^"^ 
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Kreises keine Tangente an ihn legen läßt. Dement- 
sprechend sagt man: 

Ein Kegelschnitt teilt die Punkte seiner 
Ebene in außerhalb und innerhalb gelegene; von 
den ersteren lassen sich zwei Tangenten an den 
Kegelschnitt legen, von den letzteren keine. 

Aus diesen Sätzen folgt unmittelbar weiter, daß der 
in § 33 aufgestellte Satz unverändert für Kegelschnitte gilt: 

Umschreibt man einem Kegelschnitte in den 
Ecken eines vollständigen Sehnenvierecks ein 
vollständiges Tangentenvierseit, so liegen je 
zwei Diagonalpunkte des Sehnenvierecks auf 
einer Diagonale des Tangentenvierseits. Das 
Diagonaldreieck des ersteren fällt mit dem Dia- 
gonaldreiseit des letzteren zusammen. 

Pol und Polare von Kegelschnitten. 

40'. Ferner ist nach § 7 das Doppelverhältnis von 
vier Punkten oder Strahlen gleich dem ihrer Perspektiven 
Bilder. Vier harmonischen Elementen entsprechen also 
wieder vier harmonische Elemente und mithin gelten 
die in § 34, I—YH und § 35 aufgestellten Defi- 
nitionen und Sätze über Pol und Polare ohne 
weiteres für Kegelschnitte. Je ein Punkt und je 
eine Grerade in der Ebene eines Kegelschnittes sind also 
einander als Pol und Polare so zugeordnet, daß die 
auf einer beliebigen durch den Pol gehenden Geraden 
vom Kegelschnitte ausgeschnittene Sehne durch den 
Pol und die Polare harmonisch geteilt wird. Von 
einer Wiedergabe der Sätze der Polarentheorie für die 
Kegelschnitte kann, um Kaum zu sparen, hier ab- 
g-esehen werden y da in den obengenaimtei^^ ^^l^osi allea 
UDgeändert bleibt bis auf das ^ott ,,15jce?Ä'S ^^ ^^fc^». 
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durch „Kegelschnitt" zu ersetzen ist, genau so, wie aus 
dem Satze in § 33 der Satz des vorigen Paragraphen 
hergeleitet ist. 

Auch die auf den Seiten 55 und 57 angegebenen 
Konstruktionen, für einen gegebenen Pol die zugeordnete 
Polare und für eine gegebene Polare den zugeordneten 
Pol zu finden, übertragen sich unverändert auf Kegel- 
schnitte*). 

Man kann auch auf Grund der Polarentheorie die 
Punkte der Ebene eines Kegelschnittes in innere und 
äußere unterscheiden. Allen Punkten im Innern des 
Kegelschnittes sind Polaren zugeordnet, die ihn nicht 
schneiden; allen Punkten außerhalb des Kegelschnittes 
aber sind Polaren zugeordnet, die ihn in zwei getrennten 
Punkten schneiden. Liegt der Punkt auf dem Kegel- 
schnitte, so ist seine Polare die Tangente des Kegel- 
schnittes in diesem Punkte. 

Um von einem Punkte P außerhalb eines Kegel- 
schnittes die Tangenten an ihn zu ziehen, konstruiert 
man nach § 34, m seine Polare und verbindet die beiden 
Punkte, in denen sie den Kegelschnitt trifft, mit P. 

41. In den Sätzen des § 37 sind nur Beziehungen 
enthalten, die durch Zentralprojektion nicht geändert 
werden. Folglich gelten beide Sätze unverändert auch 
für Kegelschnitte. 

Der Pol Lq der gegebenen Sehne AqBq ist als 
Schnittpunkt der Tangenten an den Kegelschnitt in den 
Endpunkten Aq und B^ der Sehne bestimmt (§ 34, Y). 



*) Um Mißverständnisse von vornherein auszuschließen, 
sei hier aber ausdrücklich betont, daß die Polare in bezug auf 
einen Kegelschnitt im allgemeinen nicht auf der V^tVsvc^^i^iÄ^^- 
linie des Folea mit dem Mittelpunkte V% ^V^ öl^ ^^%^^"^i«s!i!iO^ 
senkrecht steht, was bei dem Kieiae a\Ä\& öiet^iöXVV^x»^-^^' 

Haußner, Darstellende Geometrie IL. 
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Folglich ist ein Kegelschnitt bestimmt durch drei 
seiner Punkte und die Tangenten in zweien der- 
selben. Mit Hilfe des Satzes I in § 37 können dann 
beliebig viele weitere Punkte des Kegelschnittes unmittel- 
bar — also ohne auf die Perspektive Beziehung des Kegel- 
schnittes zum Kreise zurückzugehen — konstruiert 
werden : Sind Aq , Bq und Pq die gegebenen Punkte und 
Lq der Schnittpunkt der ebenfalls gegebenen Tangenten 
in Jq und Bq, so schneidet man die Strahlen J^qPq und 
Bq Pq mit einer beliebigen Geraden durch Lq ; ihre Schnitt- 
punkte Fq und Oq mit jenen Strahlen verbindet man mit 
Bq und Jq und erhält in dem Schnittpunkte Qq dieser Yer- 
bindungsliiiien einen weiteren Punkt des Kegelschnittes. 
Aus dem Vorstehenden folgt aber weiter: 
Das Perspektive Bild eines Kegelschnittes 
ist wieder ein Kegelschnitt. 

Denkt man sich nämlich den gegebenen Kegelschnitt 
nach dem obigen Verfahren aus drei Punkten und den 
Tangenten in zweien derselben erzeugt, so entsprechen 
den gegebenen Bestimmungsstücken bei einer beliebigen 
Perspektive drei Punkte und zwei Tangenten der zu dem 
Kegelschnitte Perspektiven Kurve. Weitere Punkte dieser 
letzteren Kurve können ebenfalls nach dem obigen Ver- 
fahren ermittelt werden, da dieses bei jeder Projektion 
unbeeinflußt bleibt. 

Verschiedene Arten der Kegelschnitte. 

42. Von besonderer Bedeutung für das Perspektive 
Bild ist die Lage des Kreises k zu der Verschwindungs- 
linie e^ der gewählten Perspektive. Da nur die Perspek- 
tiven Bilder der Punkte von e^ ins Unendliche fallen, so 
22at der zu k Perspektive Kegelschnitt k^ keinen, einen 
oder zwei unendlich ferne Punkte, \e naß^'öi'eKi ^^x^wss»At 
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die Yerschwindungslinie nicht schneidet, sie berührt oder 
sie in zwei Punkten schneidet. Demnach erhält man 
drei verschiedene Arten von Kegelschnitten, die man als 
Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln unterscheidet. 

Die Ellipse besitzt keinen unendlich fernen. 
Punkt und ist eine im Endlichen geschlossene 
Kurve. Die jetzt definierte Ellipse stimmt mit der als 
affines Bild des Kreises definierten (I, 1 5) gleichnamigen 
Kurve überein, wie in § 46 gezeigt werden wird. 

Die Parabel besitzt einen unendlich fernen 
Punkt, und da dieser das Perspektive Bild des Punktes 
der Yerschwindungslinie e* ist, in dem sie den Kreis k 
tangiert, so sagt man: Die Parabel besitzt in ihrem 
unendlich fernen Punkte die unendlich ferne 
Gerade ihrer Ebene als Tangente. 

Die Hyperbel hat zwei unendlich ferne 
Punkte, die die Perspektiven Bilder der zwei getrennten 
Schnittpunkte des Kreises k mit e* sind. Da die Kreis- 
tangenten in diesen Schnittpunkten nicht mit e* zusammen- 
fallen, so können ihre Perspektiven Bilder nicht mit der ^ 
unendiicn fernen Q-eraden zusammenfallen, sondern liegen 
im Endlichen. Diese beiden Hyperbeltangenten, deren 
Berühnmgspunkte mit der Hyperbel ihre unendlich fernen 
Punkte sind, nennt man Asymptoten der Hyperbel. 

Da durch eine Parallelprojektion die unendlich fernen 
Elemente einer Ebene sich in die unendlich fernen Ele- 
mente der Bildebene projizieren, so folgt mit Benutzung 
des Satzes am Ende von § 41: 

Durch Parallelprojektion geht ein Kegel- 
schnitt stets in einen Kegelschnitt gleicher Art 
über. 

43. Die Perspektive, duTc\i ^^öaö ^\si'^^^'V;''^5s^ 
einen Kegelschnitt k^ übergetuhi\. "W^iÄftii ^^^^^^ ^^^^^^^^^^ 
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Angabe der Achse e, des Zentrums und der Yer- 
schwindnngslinie e* bestimmt sein. Um dann zu Punkten 
von k die entsprechenden von ä^q zu finden, wendet man 
am bequemsten das in § 19 gegebene Verfahren an und 
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Fig. 28. 

bestimmt danach die Perspektiven Bilder der End- 
punkte von Kreissehnen, die senkrecht zu ^ sind, wie 
es Figur 28 für die Sehne AB zeigt. Auf diese Weise 
sind die zu dem Kreise k Perspektiven Kegelschnitte in 
den Figuren 29, 35 und 45 konstruiert. 

Mittelpunkt and Durchmesser. 

44. Alle Kreissehnen durch den Pol M der Yer- 
schwindungslinie werden durch den Pol und ihre Schnitt- 
punkte mit der VerschwindungsHnie harmonisch geteilt. 
Da die Perspektiven Bilder der letzteren Punkte un- 
endlich fern liegen, so halbiert das Perspektive Bild M^ 
von M alle durch M^ gehenden Sehnen des Kegel- 
sclinittes k^ . Aus diesem Grunde nennt man M^ , das 
f Bild des Poles M der VerschwindungsHnie ^^ 
den Mittelpunkt des KegelsclQ.rL\UöÄ k;^^ >xcA ^y^ 
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durch ihn gehenden Sehnen Durchmesser des- 
selben. 

Zwei Durchmesser des Kegelschnittes, die 
zwei harmonischen Polaren (§ 35) des Kreises 
durch den Pol M der Verschwindunirslinie ent- 
sprechen, nennt man konjugierte Durchmesser. 

Zwei konjugierte Durchmesser eines Kegel- 
schnittes, die aufeinander senkrecht stehen, 
heißen Achsen derselben; ihre Endpunkte Scheitel. 

Der unendlich ferne Punkt eines Durch- 
messers ist in bezug auf den Kegelschnitt der 
Pol des konjugierten Durchmessers. 

Die auf den Mittelpunkt und die Durchmesser 
eines Kegelschnittes bezüglichen Untersuchungen führt 
man am besten für die drei Arten von Kegelschnitten 
gesondert durch. 

Die Ellipse. 

45. Bei einer Perspektive, die ans einem Kreise k 
eine Ellipse Jcq entstehen läßt, schneidet die Yer- 
schwindungslinie e^ den Kreis nicht; folglich liegt ihr il 
Pol M in bezug auf den Kreis k innerhalb desselben. und 
der zu ihm Perspektive Mittelpunkt Mq der Ellipse 
ebenfalls in ihrem Innern. Jede durch M gehende 
Gerade wird von k in zwei Punkten geschnitten; jeder 
Durchmesser der Ellipse schneidet sie also eben- 
falls in zwei Punkten (vgl. Fig. 29). 

Um für den Kreis k irgend zwei harmonische Polaren 
durch M zu erhalten, braucht man nur*) zwei beliebige 
Sehnen AC und BD durch M zu ziehen, deren End- 
punkte auf vier Geraden liegen, die sich nach Satz Y 



*; Vgl Figur 25, in der man s,\ci\i M ^\a.\X»"i ^ ^ ^Xs^j^-^ä 
gesetzt denke. 
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des § 35 paarweise in zwei Punkten X und Z auf der 
Polare e^ von M schneiden. Dann sind MX = x , die 
Polare von Z, und MZ===Xj die Polare von X, zwei 
harmonische Polaren. Jede Sehne durch X wird von 
X und X harmonisch geteilt (§ 35, I); ebenso wird jede 
Sehne durch Z von Z und z harmonisch geteilt. Die 
Tangenten in den Schnittpunkten von a?, bzw. ;t mit k 
gehen durch die Pole X und Z. Die Tangenten in Ä 
und B und die in C und D schneiden sich auf x , während 
sich die Tangenten in Ä und D und die in B und C auf 
X schneiden. 

Bei der Perspektiven Abbildung des Kreises k in die 
Ellipse k^y werden die Bilder aller Geraden, die sich in 
einem Punkte von e^ schneiden, einander parallel (nach 
§ 18), und folglich liefern die vorstehenden Bemerkungen 
für die Ellipse die Sätze: 

I. Die zu einem Durchmesser parallelen 
Sehnen werden von dem konjugierten Durch- 
messer halbiert (vgl. I, 16). 

II. Die Tangenten in den Endpunkten eines 
Durchmessers sind parallel dem konjugierten 
Durchmesser. Die Tangenten in den Scheiteln 
einer Achse stehen auf ihr senkrecht (vgl. I, 17). 

In ligiu* 25 liegen die Pole E von AB und X2 von 
EX auf der Geraden x , deren zugeordnete liarmonische 
Polare z sich mit AB und EX in X 3luI y = eP schneidet. 
Für die Ellipse folgt also daraus der weitere Satz: 

III. Die Polare eines Punktes ist parallel 
zu dem Durchmesser, der zu dem durch den 
gegebenen Punkt gehenden Durchmesser konju- 
giert ist. 

Die Tangenten in den Endpunkten einer 
ebne schneiden sich auf deiü."DuTCi\vm^^^^\^^^T 
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zu dem der Sehne parallelen konjugiert ist. (Z.B. 
projiziert man die Figur 25 so, daß der Kreis k in eine 
Ellipse übergeht, so schneiden sich die Tangenten in den 
Punkten Aq und B^ auf dem Durchmesser Xq , da sich 
in Figur 25 die entsprechenden Tangenten in A und B 
auf der Geraden x schneiden.) 

Die Pole paralleler Sehnen liegen auf dem 
zu ihrer Richtung konjugierten Durchmesser. 




Fig. 29. 






In Figur 29 sind als harmonische Polaren x imd 
des Kreises die Pai-allele und die Senkrechte zu e* 
diu:ch M genommen ; der Pol der letzteren Geraden ist 
der unendlich ferne Punkt von e* (nach § 34, UI). Die 
Figur zeigt die Konstruktion der ihnen entsprechenden 
konjugierten Durchmesser der El\\p%e> mxA ^<et'1^^3w^^3s^c^ 
ia ihren Endpunkten. ZugleicYi emööX. tmüö.^ ^^^sä ^^ 



t 
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Ellipse ganz zwischen den Tangenten in den Endpunkten 
eines beliebigen Duichmessers liegt. 

46. Eine Ellipse ist völlig bestimmt durch 
irgend zwei (ihrer Länge und Lage nach gegebene) 
konjugierte Durchmesser. 

Denn sind (Fig. 30) zwei konjugierte Durch- 
messer AB und CD*) gegeben, so sind damit auch die 
Tangenten in ihren Endpimkten gegeben; die Ellipse 
kann also nach § 4 1 konstruiert werden aus einem Durch- 
messer, z. B. AB^ den Tangenten in seinen Endpunkten 
und dem einen Endpunkte des konjugierten Durch- 
messers, z. B. 0. Da der Pol von AB der unendlich 
ferne Punkt von CD ist, so werden alle Geraden FO 
jener Konstmktion parallel zu CD und die Konstruktion 
der Ellipse stimmt überein mit der in I, 18 gegebenen. 



Hieraus folgt aber unmittelbar, daß die als per- 
spektives Bild des Kreises definierte Ellipse 
übereinstimmt mit der in I, 15 als affines Bild 
des Kreises definierten gleichnamigen Kurve. 
Es gelten mithin alle früher (I, 15 — 27) abgeleiteten 
Haupteigenschaften und Konstruktionen unverändert. Dort 



*J Der Index ist fortan \)ei alVen wvi ^^ "SV\\^%^ \ä- 
züglichen Bezeicbnungen fortgelassen. 



Die Ellipse. 73 

ist auch gezeigt, daß die Ellipse Achsen besitzt, und ihre 
Konstruktion angegeben. 

Hier sollen nur einige früher nicht erwähnte Eigen- 
schaften abgeleitet werden. 

47. Bezeichnet man in der Konstruktion des vorigen 
Paragraphen den Schnittpunkt von AG und der Tangente 
in G mit N^ und von GD und BF mit N^ (Fig. 30), 
femer die Schnittpunkte der Ellipsentangente in Q und 
der Tangenten in Ä und B mit T und Z7, so ist 

ABGÄc^ AGGN^, 
also 

ÄB:N^G=HG:KG==HG: \FG 

(nach § 37, n) ; und da GH\\ GD, so folgt weiter 

HG:FG=^MG'.N^G, 
also auch 

AB\N^G=2'MG\N^G 

GW'.GN^ ^GM:GN^. 

Ist nun GN^ = — • CJf , wo n irgend eine positive 

Zahl ist, so ist 

GN^=^ — GW\ 

Hiermit hat man folgende Ellipsenkonstruktion 
aus zwei konjugierten Durchmessern 2b^, 2\ gefunden: 

Man zeichnet das Parallelogramm, das die Tangenten 
in den Endpunkten beider Durchmesser bilden, schneidet 
dann DM und DV (bzw. GM und GW) durch eine 
Parallele zu der Diagonale VW* (bzw. VW) und ver- 
bindet ihren Schnittpunkt auf DG mit B^ den auf DV j 
(bzw. GW) mit'A] der Punkt, m öie«! ^v'^ ^\^%^>ae^«5v 
Geraden schneiden, ist ein P\mkt öl^t ^'esxvc^\ßJ^^^^^^^^ 
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In Figiir 30 ist die Konstruktion in der Weise aus- 
geführt, daßDM=b^, DV^a^ und ÜM=\, GW=^a^ in 
dieselbe Anzahl (4) gleicher Teile geteilt sind. Will man 
auch für die obere Hälfte des Parallelogramms Ellipsen- 
punkte konstruieren, so hat man die Teilpunkte auf D C mit 
Ä und diejenigen auf DV^ bzw. GW mit B zu verbinden. 

48. Aus der Figur 30 läßt sich noch ein weiterer 
Satz über die Ellipse ableiten (Fig. 31). Die Gerade 
QK ist (nach 37, 11) die Ellipsen tangente in Q; es ist 
also VTUV ein Tangen tenvierseit, dessen Berührungs- 

B U 




X 

Fig. 31. 

punkte die Ecken des Sehnenvierecks ÄQBD sind. Der 
Diagonalpunkt R = DQ y<^ÄB des letzteren muß nach 
dem letzten Satze in § 39 auf den Diagonalen Wund V T 
des Tangentenvierseits liegen. Folglich ist 

/\EBU^ /\IiAV 
und 

mithin 

BÜ\VA^BR'^R1, 



AT: V'B=RA:BR 
t imd also Blf'ÄT= VÄ* TB = DM^ =bV. 
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Das Produkt der von den Berührungs- 
punkten aus gemessenen Strecken, die auf zwei 
parallelen Tangenten einer Ellipse von einer 
beweglichen dritten Tangente abgeschnitten 
werden, ist konstant und zwar gleich dem Qua- 
drate des den beiden festen Tangenten 
parallelen Ellipsenhalbmessers. 

Man kann diesen Satz benutzen, um die Gleichung 
der Ellipse bezogen auf zwei konjugierte Durchmesser 
als Koordinatenachsen abzuleiten. 

49. Es sollen noch die Abschnitte berechnet 
werden, die eine Tangente der Ellipse auf zwei 
konjugierten Durchmessern abschneidet. 

Zieht man in der Figur 31 durch den Berührungs- 
punkt der Tangente XY noch die Parallelen OTTj 
und QE2 zu den konjugierten Durchmessern, so ist 
(nach Satz III) X der Pol von QE^^ und Y derjenige 
von QE2 in bezug auf die Ellipse. Folglich wird der 
Durchmesser AB durch die Punkte X und E^ harmonisch 
geteilt, d. h. 



oder, da 
ist. 



AX 


:BX- 


-E^A 


iBE^ 




BM^ 


-MA 




(MX- 


- MA) : 


: {MX + MA) 



= {MA - ME^) : {MA + ME^) , 



woraus der gesuchte Abschnitt MX folgt: 

MÄ^ a\ 



MX 



MEx MEi 
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In gleicher Weise findet man 

MCf h\ 



MY^ 



ME2 E^ Q 

50. Umschreibt man einer Ellipse k (Fig. 32) ein 
beliebiges Tangentenparallel ogramra EFOH^ so sind 

seine Diagonalen, da sie (nach 
§ 39) harmonische Polaren und 
zugleich Durchmesser sind, kon- 
jugierte Durchmesser. In ihren 
unendlich fern liegenden Polen 
schneiden sich aber die Gegen- 
seiten des einbeschriebenen 
Sehnenvierecks ÄBGD , die da- 
her jenen Durchmessern parallel 
sind. Da aber jedem Tangenten- 
paraUelogramm ein Sehnen- 
parallelogramm einbeschrieben 
werden kann und umgekehrt, 
so gilt allgemein: 

Die Diagonalen eines 
beliebigen Tangenten- 
parallelogramms einer 
Ellipse sind konjugierte 
Durchmesser; die Seiten 
eines Sehnenparallelo- 
grammes sind konjugierten Durchmessern 
parallel und seine Diagonalen schneiden sich im 
Mittelpunkte der Ellipse. 

51. Zum Schlüsse sollen noch zwei Sätze abgeleitet 
werden, deren erster sich am einfachsten ergibt, wenn 

man die Ellipse wieder als senkrechte Projektion eines 
Welses auffaßt und dabei den folgeiidexi^i\.l^^^\'L\i'i\i>a^.TX.. 




Fig. 82. 
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Hilfssatz. Der Flächeninhalt J' der senkrechten 
Projektion eines Dreiecks auf eine Ebene TT ist gleich 
dem Flächeninhalte J des gegebenen Dreiecks multi- 
pliziert mit cos£, wo € den Neigungswinkel der Dreiecks- 
ebene gegen die Projektionsebene bezeichnet. 

Beweis. (Fig. 33.) Durch eine Ecke des gegebenen 
Dreiecks ABC, z. B. B, zieht man in der Dreiecksebene 
die Parallele BD 
zu derProjektions- 
ebene TT und fällt 
von den beiden 
andern Ecken Ä 
und C die Lote 
AE und CF auf 
BD, Dann ist die 
Projektion B'D' 
parallel und gleich 
BD^ und es sind 
A'E' und er 
ebenfalls senk- 
recht zu B'D' 
(I, 64). Die Nei- 
gungswinkel zwi- 
schen den Loten 
AE, CF und 





Fig. 88. 



ihren Projektionen sind daher gleich e. Folglich ist 
A'E' = AE'00se^ CF' = CF • cos£ 



und 



r =^\B'D' . {A'E' + C'F^ 
=^\BD' {AE + CF) . coS€ 

= J-C0S6 , 

w. z. b. \^. 
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Projiziert man mm einen Kreis vom Eadius a auf 
eine Ebene TT , deren Neigungswinkel e gegen die Kreis- 
ebene durch cose = — bestimmt ist, so sind bekanntlich 

a 

(I, 16) die Projektionen je zweier zueinander senkrechter 
Kreisdurchmesser zwei konjugierte Elüpsendurchmesser; 
die beiden zueinander senkrechten Kreisdiu-chmesser, 
deren einer zu TT parallel ist, ergeben die Achsen. Jedes 
durch zwei rechtwinklige Kreishalbmesser bestimmte 
Dreieck hat den Flächeninhalt 

Seine Projektion hat den Flächeninhalt 
J' = ^ «1 Z^jL • sin w , bzw. X == \ah ^ 

je nachdem sie zwei konjugierte Halbmesser or^ , fcj , die 
den Winkel co miteinander bilden, oder die Halbachsen 
a, 5 als Seiten enthält. Nach dem obigen Hilfssatze ist 
folglich 

-|- Ol fcj • sin w = 1^ a^ cose 
und 

\ah = ^a^cosfi 
und mithin 

ah = a^\ sincü , 

d.h.: Verbindet man die Endpunkte zweier be- 
liebiger konjugierter Halbmesser einer Ellipse, 
so entsteht ein Dreieck von konstantem 
Flächeninhalte. 

52. Mit Hilfe dieses Satzes und der für die Durch- 
messerabschnitte einer Tangente in § 49 gefundenen Werte 
/ä£t sich leicht noch ein Satz über das Produkt der beiden 
recken emer Tangente zwisclieii Vlai^m. 'B«t\)X«^Äi^ö«- 
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punkte und ihren Schnittpunkten mit zwei beliebigen 
konjugierten Durchmessern ableiten. 

Sind (Fig. 34) MA = a^ , MG = b^ zwei konjugierte 
Halbmesser, XY die Tangente in dem Ellipsenpunkte Q 
und zieht man 

QE, II b^ , QE^ II «1 

so ist der doppelte Flächeninhalt der Dreiecke XQM 
und FIT gleich 

XQ.KM=MX'H^Q 
und 

QY'KM^MY'H^Q. 












Fig. 34. 

Man setze noch KM = rf , MQ = 02, den zu MQ 
konjugierten Halbmesser, der parallel zur Tangente XY 
ist, gleich Z?2 t ^^^ ^^^ ^^^ % ^^^ \ ? l^zw. ag imd 62 
eingeschlossenen spitzen Winkel gleich co, bzw. cö. Setzt 
man femer für MX und MY die m % 4Ä ^^sJwN^KÄi&xsRSö. 
Werte ein, wobei jetzt nur die lÄxi^<öTi m ^^vwrfäo^» ^^^ 



80 ni. Projektive Eigenschaften der Kegelschnitte. 



Vi 



zogen zu werden brauchen, so liefern die obigen 
Gleichungen: 

XQ'd = 





• ME2 sino) , 


ME^ 


• ME^ sin CO , 



QY'd = 

folglich ist 

XQ-QY'd^ = albl'Sm^(o, 

Da nun 

(i = Og • sinw 

und nach dem Satze des vorigen Paragraphen 

a^ b^^ • sino = Og 62 • sincö 

ist, so erhält man schließlich 

XQ'QY=bl. 

Das Produkt aus den Abschnitten einer 
Tangente zwischen ihrem Berührungspunkte 
und zwei beliebigen konjugierten Durchmessern 
ist konstant und zwar gleich dem Quadrate des 
der Tangente parallelen Halbmessers. 

Die Hyperbel. 

53. Bei einer Perspektive, die aus einem Kreise k 
eine Hyperbel kQ entstehen läßt, liegt der Pol M der 
Yerschwindungslinie e* außerhalb des Kreises, da e^ den 
Kreis schneidet. Der Mittelpunkt Mq der Hyperbel 
liegt daher außerhalb der Hyperbel. Die von M an 
den Kreis k gelegten Tangenten berühren ihn in seinen 
Schnittpunkten mit e*; ihre Bilder geben also die 
Asymptoten der Hyperbel, di© ä\g\^ S-xv. \\i.x^\s5L 
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Mittelpunkte schneiden; in jeder Asymptote liegen 
(vgl. § 35, Schluß) zwei konjugierte Durchmesser vereinigt. 

Um für den Kreis k irgend zwei harmonische Polaren 
durch M zu erhalten, braucht man mu:*) zwei beliebige 
Sekanten A B imd CD durch M zu ziehen ; die vier Ver- 
bindungslinien ihrer Schnittpunkte mit dem Ki-eise k 
schneiden sich paarweise in zwei Punkten Y und Z auf 
der Polare e^ von M, Dann sind MY und MZ^ von 
denen die eine den Kreis k schneidet, die andere ihn 
nicht schneidet, harmonische Polaren. Jede Sehne durch 
Y oder Z wird von Y und y bzw. Z und % harmonisch 
geteilt. Die Tangenten in den Schnittpunkten von y imd 
X mit k schneiden sich in den Polen Y und Z dieser 
Geraden. Die Tangenten in ^, C und die in 5, D 
schneiden sich auf y und die Tangenten in -4, D imd 
B , C auf « . Je zwei harmonische Polaren durch M bilden 
mit den Tangenten dieses Punktes vier harmonische 
Strahlen (§ 36). 

Bei der Perspektiven Abbildung des Kreises k in 
die Hyperbel k^ werden die Bilder aller Geraden, die 
sich auf e^ schneiden, einander parallel, und folglich er- 
kennt man aus den vorstehenden Bemerkungen: 

Die in § 45 für die Ellipse aufgestellten 
Sätze I — ni gelten auch für die Hyperbel. 

Femer ergeben sich für die Hyperbel die weiteren 
Sätze: 

IV. Je zwei konjugierte Durchmesser teilen 
die von den Asymptoten gebildeten Winkel har- 
monisch. 

Aus diesem Satze folgt sofort auf Grund des Satzes 
am Ende von § 6: 

*; Vgl FigvLT 25, in der m^Ti a\^\i ^^ViX. '^S- ^^sä^"^^ 
e*' statt X gesetzt denke. 

et 

. Haußner, Darstellende Geometxie IL 
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y. Die Hyperbel besitzt, wie die Ellipse, 
zwei Achsen, und diese sind die Halbierungs- 
linien der von den Asymptoten gebildeten Winkel. 

In Verbindung mit Satz I folgt, daß die Achsen 
Symmetrielinien füi* die Hyperbel sind. Man braucht 
also nur einen Hyperbelquadranten genau zu zeichnen 
und kann dann die anderen durch bloßes Umklappen um 
die Achsen erhalten. 

Da, wie oben bemerkt, von zwei harmonischen Po- 
laren durch M nur die eine den Kreis schneidet, so folgt: 

YI. Yon zwei konjugierten Durchmessern 
schneidet nur der eine die Hyperbel, der andere 
nicht. 

In den Endpunkten des ersteren Durchmessers 
sind also Hyperbeltangenten vorhanden, die nach § 45, 11 
parallel zu dem konjugierten Durchmesser sind. 

Die Hyperbel hat also nur zwei Scheitel, 
während die Ellipse deren vier hat (vgl. I, 16). Die 
Hyperbelachse, auf welcher diese Scheitel liegen, heißt 
Hauptachse, die andere Nebenachse. In gleicher 
Weise sollen zwei konjugierte Durchmesser als Haupt- 
und Nebendurchmesser unterschieden werden. 

In Figur 35 sind als harmonische Polaren z und x 
wieder die zu e^ senkrechte Sekante und die (in der 
Figur nicht gezeichnete) Parallele zu e^ gewählt und die 
Bilder Pq , JRq der Schnittpunkte P, R der ersteren mit 
k konstruiert. Femer sind die Asymptoten Uq , Vq kon- 
struiert, die durch Mq und die Schnittpunkte der Kreis- 
tangenten u und V mit der Achse e gehen müssen. 
Die beiden Asymptoten teilen die Ebene in vier Winkel, 
von denen nur zwei, sich als Scheitelwinkel gegenüber- 
liegende die Sjperbel enthalten. "Di^ Hy^^^Ybel besteht 
daher aus zwei Ästen oder Zwei^^u., ^v^ ^xa.'^jßÄ.- 
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liehen nicht zusammenhängen; beide nähern sich den 
Asymptoten zwar unbegrenzt an, erreichen sie aber nicht 
im Endüchen. 

Ferner ist in der Figur die Halbierungslinie % des 
ABymptoteniA'inkels gezeichnet, welche die Hauptachse 




Fig. 86. 

der Hyperbel enthält. Diese Halbierungslinie ist das Per- 
spektive Bild der Verbindungslinie a von M mit dem 
Schnittpunkte von «^ und c . Die Bilder der Schnitt- 
punkte S , T von a naä k ei^ben die Scheitel Sq , Tf, 
der Hyperbel. 

54. Ziohtman (Fig.3G) dutc\iirsfe'aÖLÄß«o-^'*^*^!^ 
auf e' eine beliebige Gerade, Öde Aen ^Te«- V. m "^ ^ 
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die Tangenten u, v m CT, F' und die zu Z gehörige 
Polare z in H schneidet, so ist, da die Strahlen i«, v, 
y^ ;?; vier harmonische Strahlen sind, (JfV'ZH) = — 1 

und, da % die Polare von Z 
ist, auch {UVZH)==—1. 
Bei der Perspektiven Ab- 
bildung von k in die Hy- 
perbel k^ f äUt das Bild von Z 
ins Unendliche, und daher 
halbiert der Bildpunkt H^ 
von H sowohl die Hyperbel- 
sehne Uq Vq als auch die auf 




derselben Geraden von den 
- >^j^ Asymptoten ausgeschnittene 
Strecke CT^Fq, woraus C^CTJ 
= Fo Fi folgt: 

YH. Auf jeder be- 
liebigen Geraden liegen 
ihre Asymptoten Schnitt- 
punkte gleichweit von 
Fig. 86»). ^311 entsprechenden Hy- 

perbelschnittpunkten ab. In Figur 37 z. B.: Ulf 
= VV\ UÜ[ = V^V[. 

Da femer die Tangente von Z ank ihren Berührungs- 
punkt in TF = A; X « hat, so ist auch {ü'' V"ZW) = — 1 
und daher: 

Vin. Der Berührungspunkt jeder beliebigen 
Hyperbeltangente halbiert die von den Asym- 



*) Figur 36 ist jals Ergänzung von Figur 35 zu be« 

trachten ; die entsprechenden Hyperbelpunkte sind der besseren 

Übersichtlichkeit wegen in Figur 36 nicht eingetragen; man 

ßndet sie in Figur 37^ wo aber, wie we\tÄT\i\\i\ie\^\'evi«xÄ^^Ä^V 

Perbel bezüglichen Bezeichnungen, dexlniex^O ioft^^^SÄaeBtVsfiVK 
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ptoten ausgeschnittene Strecke derselben. In 
Figur 37 z.B.: 7;F= VT^. 

Es mag die zwischen den Asymptoten gelegene 
Strecke einer Tangente bezeichnet werden als Länge 
des Nebendurchmessers, der dem nach dem Be- 
rührungspunkte gehen- 
den Hauptdurehmesser 
konjugiert ist, und die 
entsprechende Strecke 
der Scheiteltangenten als 
Länge der Neben- 
achse. 

55. Aus den Sätzen 
Yn und Yin ergeben 
sich leicht zwei weitere 
wichtige Sätze für die 
Hyperbel. Zieht man 
(Fig. 37) durch zwei be- 
liebige Punkte ZJ Feiner 
Hyperbel die verbin- 
dende Gerade und die 
Parallelen zu den Asym- 
ptoten, so folgt aus der Ähnlichkeit der Dreiecke V^P^ U 
und V'Q^V: 

Mit Hilfe von Satz YH schließt man, daß: 

AYQ^V ^AU'P^U, also Q^V' = P^U=MP^ 

und Pa V' = P^Q^ + Q^ V == MQ^ ist. Die vorstehende 
Proportion liefert daher: 




Fig. 87. 



(V 



ifPj.JfPg^MQ^-MQ^ 
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Da U und V beliebige Punkte der Hyperbel sind, so 
gilt der Satz: 

IX. Die Parallelen zu den Asymptoten 
durch einen Hyperbelpunkt schneiden auf ihnen 
Strecken ab, deren Produkt für alle Punkte der 
Hyperbel konstant ist. 

Femer ist, da nach Satz YIII A Q^ T^ F^ A Q^ VT^ , 

also: 

X. Jede Hyperbeltangente schneidet auf den 
Asymptoten Strecken ab, deren Produkt kon- 
stant ist. 

Bezeichnet man die Länge der halben Hauptachse 
MA = MB mit a , die der halben Nebenachse PC mit 6 , 
so ergibt sich leicht, wenn man beachtet, daß ME^^ = ME^ 

q2 _L J2 

ist, für die Konstante des vorletzten Satzes und 

4 

für die des letzten Satzes a^ -f ft2 ^ 

Dem Satze X kann auch die Fassung gegeben werden: 
Die Hyperbeltangenten bilden mit den 
Asymptoten Dreiecke von konstantem Flächen- 
inhalte. 

Bezeichnen ö^ , ^^ die halben Längen zweier kon- 
jugierter Durchmesser (z. B. MV imd VT^) und o) den 
von ihnen eingeschlossenen Winkel, so ist mithin 

ah =^ a^h^ «sino). 

56. Eine Hyperbel ist völlig bestimmt durch 
irgend zwei (ihrer Länge und Lage nach gegebene) kon- 
jugierte Durchmesser (Fig. 38). Es seien AB^ 2 a^ 
der gegebene flauptdurchmesser unöi CD = "ib-^^^gt^ss^- 
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jugierte Neben durchmesser*). Man zielie durcli A die 
zu CD parallele Gerade, die Tangente in A ist, und trage 
voll A aus naeh beiden Seiten die Länge b^ ab; dann 
sind MT^ und MT^ die Asymptoten i, , t^ der Hyperbel. 
Mithin sind jetzt drei Punkte der Hyperbel {A und die 
unendlich fernen Punkt«) und die Tangenten in ihnen 
bekannt. Nach § 41 ist also die Hyperbel ■völlig bestimmt. 

Aus der dort gegebenen 
allgemeinen Konstruktion läßt 
sich eine einfache Konstruktion 
der Hyperbel ableiten, wenn 
man fflr die dort mit A^ und B^ 
bezeichneten Punkte die un- 
endlich fernen Punkte der Hy- 
perbel wählt Nimmt man dann 
als weiteren gegebenen Punkt 
(Po in §41} den Punkt A, 50 
entsprechen den früheren Strah- 
len A^Pg und BoPg jetzt die 
Parallelen zu den Asymptoten 
durch den Punkt A und dem 
Punkte Lq der Mittelpunkt M; 
ebenso entsprechen den Strahlen A^ G^ und B^ F^ Par- 
allelen zu den Asymptoten. Folglich ergibt sich als 
erste Konstruktion der Hyperbel die folgende. 

Durch A zieht man die Parallelen zu den Asym- 
ptoten und schneidet diese mit beliebigen Strahlen Ey E^ , 
Fl F^ durch M . Hierauf zieht mau durch E^ und Eg , 
F^ und Fg Parallelen zu t^ und (j , die sich in den 
l^perbelpmikten E und F schneiden. Will man noch 




Fig. 88, 



*; Die Punkte CD sind a,\BO D\(Wt "a.iii^ftsö^'*^'^*^- 
aoadem geben nur die Länge des Se'bB'aixaöraQ.ea^'t* «»^- 
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die Tangente in einem dieser Punkte, z. B. F^ konstruieren, 
so hat man nur durch F die Parallele f zu der Ver- 
bindungslinie der Punkte F[^ Fi, in denen F^F^ F^F 
die Asymptoten schneiden, zu ziehen; denn F1F2 wird 
von MF halbiert und also das zwischen t^ und ^g gelegene 
Stück von f durch den Punkt F, folglich ist f Tangente 
(Satz YIII). 

57. Eine zweite, einfachere Konstruktion liefert 
der Satz VIL Man zieht (Fig. 39) durch A beliebige 
Gerade Ä^E\ A^F^ und trägt die zwischen A und t^ 

gelegenen Strecken A^A^ A^A 
von den Schnittpimkten der be- 
treffenden Gemden mit 1^2 ^t): 
E'E^A'A, rF=A^A. E 
und F sind dann Punkte der Hy- 
perbel. — Will man noch cQe 
Tangente in F konstruieren, so 
verfährt man wie oben : FF^ || ^1 , 
FF[\\t^',f\\h[F!,. 

58. Eine Konstruktion, die 
zuerst die Tangenten der Hyperbel 
liefert, folgt aus Satz X. Denkt 
man sich nämlich (Fig 39) noch 
eine beliebige Tangente U^ ü^ ge- 
zogen, so ist nach jenem Satze: 
MU^ : MT^ = MT^ : MU^ , mithin 
A r/i MT^ o^ A T^MU^ und folgUch 7\ U^ \\ T^ U^ . Hieraus- 
folgt die dritte Konstruktion: 

Man ziehe durch 7\ und T^ beliebige Parallelen 

(7; U^ II T^l\ , 7\ Fg II Tg Fj) ; die Verbindungslinien ihrer 

Schnitt pimkte mit den Asymptoten {U^U^, ^1^2) ^^^^ 

Tangenten der Hyperbel, die von ihnen in den Halbienings- 

puükten JP^ E berührt wird. 




Fig. 89. 
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Nimmt man umgekehrt CD als Haupt- und AB als 
Nebendurchmesser, so erhält man eine zweite Hyperbel, 
die dieselben Asymptoten hat wie die erste, aber in den 
Nebenwinkeln der Asymptoten liegt. Man bezeichnet 
zwei solche Hyperbeln, die dieselben Durchmesser haben 
und in den vier Asymptoten winkeln liegen, als kon- 
jugierte Hyperbeln. 

59. Aus zwei konjugierten Durchmessern 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, aus den Asym- 
ptoten und einem Punkte sind die Achsen einer 
Hyperbel zu bestimmen. 



\ 



\ 



/ 



/ 




Fig. 40. 

Ist 7\ 7^2 (Fig. 40) die Tangeote in dem gegebenen 
Punkte P und C^G^ die gesuchte Scheiteltangente, so 
muß nach Satz X: 
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sein. Man erhält also für MOi die folgende Kon- 
struktion: Man trägt MT2 ^ MU auf t^ ab und kon- 
stnüert die mittlere Proportionale MV zu MT^ und MU^ 
die gleich der gesuchten Länge ist. O-^^O^ ist dann die 
Nebenachse, MA{1. O^C^ die halbe Hauptachse. 

60. Für eine gezeichnet vorliegende Hyperbel 
sollen die Asymptoten bestimmt werden. 

Man zieht (Fig. 41) zwei Paare paralleler Sehnen 
und erhält in dem Schnittpunkte der Yerbindungslinien 
H^H^ und K^K^ ihrer Halbierungspunkte den Mittel- 
punkt M. Ein beliebiger Kreis um M schneidet aus der 
Hyperbel die Sehne PQ aus, deren Halbierungspunkt R 
mit M verbunden die Hauptachse = MÄ = a bestimmt. 
Es handelt sich nun noch um die Bestimmung der Länge 
der halben Nebenachse ÄC = h . 

Denkt man sich für einen Augenblick die Asym- 
ptoten schon bestimmt und durch einen beliebigen Punkt P 
der Hyperbel PUWt^ gezogen, so ist, wenn man noch 

a« + h^ 

MU= u , TJP = V setzt, nach Satz EX: uv = . 

4 

Bezeichnet man den Winkel CMA mit oc und denkt sich 

noch von U Lote auf MR und RP gefällt, so erhält 

man: (u + v) cosoc = MR imd (u — v) sinoc = RP. 

Aus dem Dreiecke MAC aber folgt 

MA a 

COSÄ = 



sm/x = 



MC fa2 4. ft2 ' 
AC b 



■■z-^ > 



MC fa^~+b2 

und mithin gilt für jeden Hyperbelpunkt P: 

MR^ RP^ 
— z, rs — = (w + 1;)2 — (u — ^y = ^u-ö = a* -V 6* 




cos<p, dann folgt aus der 
BP. cotq> und damit die weitere 



letzten OleichuDg 6 = 
KoBStnilttion : 

•) Setzt man JlfB = a: , KP = y , w» \flÄ, -nasi. ^»^ 
die Oleicbung der Hyperbel, bezöge» rai öift Ködsk& *ä ^-s*- 

ordin&tenacbsen , 
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Über ME beschreibt man einen Halbkreis und trägt in 
ihn ME = MA als Sehoe ein; dann ist ^RME = q?. 
Auf ER trägt man von E aus EO = EP ab und zieht 
0F\\ EM, wodurch man in Ö'i'' die gesuchte Länge b 
erhält und dann die Asymptoten zeichnen kann. 

61. Umschreibt man einer Hyperbel (Fig. 42) ein 
Tangentenvierseit VTUV\ gebildet von zwei parallelen 
Tangenten, einer Asymptote V^V und einer beliebigen 
Tangente TUj und in dieses das Sehnen viereck ÄQBD^ 
dessen Ecken in den Berührungspunkten der Tangenten 
liegen, so gelten die Betrachtungen in § 48 unverändert 
für die Hyperbel; es ist also 



AT' BU^ VA . V'B h\ , 



da VA imd V'B entgegengesetzt gerichtet sind: 

Das Produkt dervon den Berührungspunkten 
aus gemessenen Strecken, die auf zwei parallelen 
Tangenten einerHyperbel von einer beweglichen 
dritten Tangente abgeschnitten werden, ist gleich 
dem negativen Quadrate desdenfesten Tangenten 
parallelen Nebenhalbmessers. 

Mittels dieses Satzes kann man die Gleichung der 
Hyperbel, bezogen auf zwei konjugierte Durchmesser, als 
Koordinatenachsen ableiten. 

Der Abschnitt MX (Fig. 42) einer Hyperbeltangente 
auf einem Hauptdiu'chmesser 2 a^ berechnet sich in gleicher 
Weise wie in § 49 zu 

a? 



MX^-=k 
ME^ 

Dagegen versagt das dort angewandte Yerfahren bei der 

Berechnung des Abschnittes ifF auf, dem Nebendurch- 
messer, da er die Hyperbel nicht sc\mÄ'ÖL^V,\i\'öTx\v\jfe\5K^^ 
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man vielmehr die vier ähnlichea Dreiecke mit der Spitze 
in X und findet 



folglich 



XE^ : XA = QE^ : TA , 
MX\BX^MY\~BÜ, 



TA'BÜ 



XE^ ■ MX 
BX'XÄ 



=^QE^'MY. 




Fig. 42. 



Nun ist XA=^ MA — MX, BX = MA + MX, 

XEi = ME^ — MXj also mit Berücksichtigimg des 
Wertes von MX: 



XEi ■ MX 
BX^Xl 



rÄ 
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Da nach dem obigen Satze noch 

Jf. BÜ=-fÄ' bW= -bl 
ist, so folgt schließlich 



MY = 



Q^i 



\ 



welcher Wert, vom Vorzeichen abgesehen, mit dem ent- 
sprechenden Werte für die Ellipse (§ 49) übereinstimmt. 
62. Auch für die Hyperbel gilt der Satz, daß das 
Produkt aus den Abschnitten einer Tangente 
zwischen ihrem Berührungspunkte und zwei 
konjugiertenDurchmessern gleich dem Quadrate 
des der Tangente parallelen (Neben-) Halbmessers 

ist. Der in § 52 gegebene Be- 
weis gilt unverändert auch 
für die Hyperbel, wobei der 
Satz des § 51 durch den ent- 
sprechenden für die Hyperbel 
(am Ende des § 55) zu er- 
setzen ist. 

Bei der Hyperbel sind 
die Diagonalen eines be- 
liebigen Tangentenpar- 
allelogramms konju- 
gierte Durchmesser und 
die Seiten eines Sehnen- 
parallelogramms konju- 
gierten Durchmessern parallel, während sich 
seine Diagonalen im Mittelpunkte der Hyperbel 
schneiden (Fig. 43). 

Der Beweis ist derselbe wie für den entsprechenden 
. Mllpsensatz (§ 50), da die ihm z\xgr\mÖL<ö'^'ei^^TA^x!L*^^TÄ 
.^2r Ellipse und Hyperbel gelten. 
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63. Wie aus dem Kreise durch senkrechte Pro- 
jektion sich alle Ellipsen ableiten lassen, so kann man 
in gleicher Weise alle Hyperbeln aus einer besonderen 
Hyperbel, der sogenannten gleichseitigen Hyperbel, 
erhalten. Die gleichseitige Hyperbel ist dadurch aus- 
gezeichnet, daß die Asymptoten aufeinander senkrecht 
stehen und also Haupt- und Nebenachse die gleiche Länge 
haben. Zieht man (Fig. 44) 
einen beliebigen anderen 
Haupthalbmesser ME und 
die Tangente in E ^ so ist 
E^ME^ ein rechtwinkliges 
Dreieck und folglich die 
Mitteltransversale 

ME = EE^ = EE^ . 

Bei der gleichseitigen Hy- 
perbel hat daher jeder 
Hauptdurchmesser die 
gleiche Länge wie sein 
konjugierter Nebendurch- 
messer und die Winkel zwischen beiden werden von den 
Asymptoten halbiert. 

Ist die Hauptachse AB=2a der gleichseitigen 
Hyperbel gegeben, so beschreibt man, um sie zu kon- 
struieren, mit a einen Kreis um Jf, zieht die Tangente 
in Ä und bringt mit dieser einen beliebigen Radius MS 
zum Schnitte 0; durch Q zieht man die Parallele zu AB 
und trägt auf ihr von Q aus die zwischen Q und dem 
Kreise gelegene Strecke SQ ab, SQ=^ QP. Dann ist 
P ein Punkt der gleichseitigen Hyperbel. Denn es ist 

MU^ FU+ MF = l^RP -V '^/L^^^'^'^^^'' ^ 




Fig. 44. 
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also 

MU' UP = {RP^ - MR^) cosUöo . 

Nun ist cos 45^ = -z:^ und nach Konstruktion RP = MQ , 

/2 

also 

2 . Mü' UP = MQ^ -ÄQ^ = MA^ = a^ , 

woraus nach Satz IX die Richtigkeit der Konstruktion 
sich ergibt. 

Projiziert man nun die gleichseitige Hyperbel senk- 
recht auf eine durch ihre Nebenachse gehende Ebene, die 
mit der Ebene der Hyperbel den Winkel e einschließt, so 
erhält man eine Hyperbel mit der Hauptachse 2 a • cos« 
und der Nebenachse 2 a . Geht dagegen die Projektions- 
ebene durch die Hauptachse und schließen beide Ebenen 
wieder den Winkel e ein, so entsteht als senkrechte Pro- 
jektion eine Hyperbel mit der Hauptachse 2 a und der 
Nebenachse 2a«cos€. Konjugierte Durchmesser der 
gleichseitigen Hyperbel sind auch konjugierte Durch- 
messer für die Projektion. 

Die Parabel. 

64. Soll aus einem Kreise durch eine Perspektive 
eine Parabel entstehen, so muß die Yerschwindungslinie e* 
den Kreis berühren, und der Berührungspunkt M ist zu- 
gleich der Pol von e* in bezug auf den Kreis k. Die 
Bilder aller Sehnen durch M sind mithin parallele Gerade. 
Ihre Eichtung findet man leicht (Fig. 45), indem man 
(nach § 43) das Bild des Durchmessers MP{A.e) kon- 
struiert {MP X c = ^, Fq'E ist das Bild von ME und 
ist II OM [§ 18]; dem Punkte P entspricht P^ = OP 
X ^0°^); das ßiJd einer andeTeu ^^Yma MS Ist dann 
die Parallele zu I^E durch, den PvxtOfe.\. ^ X MS^ , 
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Der Pol N jeder Sehne MS durch M liegt auf e*, 
da er der SchnittpuDkt lier Kreistangente i in S mit e' 
ist. Andererseits aber liegt der Pol M von e* auf jeder 
Sehne durch M. Mithin ist jede Sehne diu-ch AI har- 
monischePolare zu e' und daher ihre Bildgeradekonjiigierter 
Durchmesser der Parabel zu der unendlich fernen Geraden: 




Fig. 46. 

I. Die sämtlichen Durchmesser der Parabel 
sind einander parallel und schneiden die Parabel 
nur in je einem {im Endlichen gelegenen) Punkte. 

Von einem Mittelpunkte (i' 



*N 



kann man daher bei der taraAiel mu\A x^ea-, öQa\i'eK>-««ai^ 
Bunaner, DonteUeode GeomaUleU. 
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wie von Sehnen, die zu einem Durchmesser parallel sind. 
Es bedürfen somit die Sätze I und II in § 45 gewisser 
Abänderungen. 

Zieht man durch den Pol N einer Sehne MS eine 
beliebige Gerade, so wird die auf ihr von k ausgeschnittene 
Sehne AB durch (7= MS y, AB xmdN harmonisch ge- 
teilt. Die Perspektiven Bilder aller Geraden durch N 
werden aber, da N auf e* liegt, zueinander parallel und 
Cq halbiert also die Parabelsehne Aq Bq . Mithin erhält 
man den Satz: 

n. Jeder Durchmesser der Parabel halbiert 
alle Sehnen, die zu der Tangente in seinem End- 
punkte parallel sind. 

Man bezeichnet diese Tangente und die parallelen 
Sehnen als konjugiert zu dem Durchmesser. 

Beachtet man, daß (nach § 18) das Bild jeder Sehne 
durch M II OM und das Bild jeder Sehne durch N\\ ON 
ist, so erkennt man, daß der Winkel MON gleich dem 
Winkel zwischen dem entsprechenden Parabeldurchmesser 
und seiner konjugierten Sehnenrichtimg ist*). . Um nun 
die Achse der Parabel, welche also die zu ihr senk- 
rechten Sehnen halbiert, zu konstruieren, zieht man durch 
eine Senkrechte zu OM m\äi von ihrem Schnittpunkte iV 
mit e^ die Tangente ^ an Ä;. Dem Berührungspimkte & 
von t und k entspricht der Scheitel Sq der Parabel, den 
man als Schnittpunkt von OS mit der Parallelen t^ zu 
ON durch E = e X t erhält; t^ ist die Scheiteltangente. 
Da für die Parabel die Achse Symmetrielinie ist, so 
braucht man nur eine Hälfte der Parabel genau zu 
zeichnen und kann die andere durch Umklappen um die 
Achse erhalten. 



*) In der Figur ist speziell ON A OM ^Ä^<OTL<5i\sflSÄ\^ 
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65. Um weitere Sätze für die Parabel abzuleiten, 
denke man sich die Figur 25 einer Perspektive unter- 
worfen, deren Verschwindungslinie e^ mit der Tangente a 
in dem Punkte A zusammenfällt. Figur 46 veranschau- 
licht das Ergebnis dieser Perspektiven Verwandlung; die 
Bezeichnung ist dieselbe wie in Figur 25, da von der An- 
fügung des Index hier abgesehen werden konnte. 




n^^ 



Fig. 46. 



Alle Geraden, deren Schnittpunkte in Figur 25 auf 
der Tangente a liegen, sind hier einander parallel 
{FQ II XZ, BE II YZW XE, DHWXY)-, ]m besonderen 
sind BA , CA , DA und KA in Figur 46 Durchmesser 
der Parabel. Da sich in Figur 25 die Geraden XH und 
ZE in F= BD X AG schneiden, so schneidet sich hier 
die Parallele zu DH durch X mit der Parallelen zu BE 
durch Z in dem Schnittpunkte Y nqw B'D ^ks^ ^^3«jö. 
Durchmesser durch G. NacYi § 24 OTi^ ^i^^Ä -rv%^ '^'^^cvSiÄÄ^. 
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die in den Diagonalpunkten X, Y^ Z des vollständigen 
Vierecks AB CD zusammentreffen, harmonische Strahlen. 
Bezeichnet man noch in Figur 25 den Schnittpunkt von 
BD und a mit TF, so wird durch die vier harmonischen 
Strahlen aus Y die Strecke HE in A und W harmonisch 
geteilt. Projiziert man diese vier Punkte von K aus auf 
BD in die Punkte D ^ B^ L (in Fig. 25 nicht gezeichnet) 
und TF, so ist ebenfalls (DBLW) = — 1 . In der zur 
Figiu* 25 Perspektiven Figur 46 liegt W im Unendlichen, 
folglich halbiert KA die Parabelsehne BD, Daher: 

III. Die Tangenten in den Endpunkten einer 
Sehne der Parabel schneiden sich auf dem zu der 
Sehne konjugierten Durchmesser. Bei der hier 
auf die Figur 25 angewandten Perspektive sind die Bilder 
von X und KB parallel, da das Bild von E = x X KB 
unendlich fern liegt; das Bild von XB aber ist ein Durch- 
messer. Folglich enthält man den weiteren Satz: Die 
Polare eines Punktes ist parallel der Tangente, 
die zu dem durch den gegebenen Punkt gehen- 
den Durchmesser konjugiert ist. (In Figur 46 
ist also z. B. die Polare ZY von X parallel zu der 
Tangente KB,) 

Umgekehrt erhält man einen Durchmesser der 
Parabel, wenn man den Schnittpunkt zweier Tangenten mit 
dem Halbierungspunkte ihrer Berührungssehne verbindet. 

Die vier harmonischen Strahlen in X (Fig. 25) 
schneiden die Tangente c in den vier harmonischen 
Punkten C, B^^ F^ J, Da das Bild von J im Unend- 
lichen liegt, so halbiert F die Strecke B^C, Mithin ist 
AFCU^AFB^B, und folglich BFr=FU, BB^ 

IV. Die Strecke einer beliebigen Parabel- 
tangente zwischen dem BexuYiTuii^^^^Mi^X.^ ^^^^^ 
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dem Schnittpunkte mit irgend einem Durch- 
messer wird von der Tangente in dem Endpunkte 
des letzteren halbiert. 

Der Endpunkt jedes Durchmessers halbiert 
dieStrecke, welche von einerkonjugiertenSehne 
und den Tangenten in ihren Endpunkten auf ihm 
abgeschnitten wird. 

Aus der Figur 46 ist unmittelbar der folgende Satz 
abzulesen: 

Y. Zieht man durch die Schnittpunkte (F, G) 
einer Parabeltangente (c) mit zwei anderen (6, dj 
Parallelenzudiesen, so liegt ihr Schnittpunkt(y) 
auf der Berührungssehne (BD) der beiden letzten 
Tangenten, undzwarindemSchnittpunkte dieser 
Sehne mit dem zu der ersten Tangente (c) kon- 
jugierten Durchmesser. 

Hieraus folgt sofort 

BF:FY=YG:GD 

oder, da TF^GK,YG = FK ist, 

, , ,. , BF:FK=KG:GD, 

folghch: 

YI. Die Strecken zweier Parabeltangenten 
zwischen den Berührungspunkten und ihrem 
Schnittpunkte werden von jeder dritten Tangente 
in gleichem Verhältnisse geteilt. 

Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke B^XCxmd. D^D C7, 
B^BC und D^ZC folgt ferner 

B^G:GD^ = B^X:DD^ 

und B^G\ GD^ = BB^ : D^Z , 

also. B^G^:GÜi = BB^'B^X\DD^*D^Z 

= jBiB: D^D=GK\CI>* , 
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Bezeichnet man die Strecken, die auf einem festen, 
aber willkürlich gewählten Durchmesser und seiner kon- 
jugierten Tangente von Parallelen durch einen Parabel- 
punkt abgeschnitten werden , als Abszisse und Ordinate 
dieses Punktes, so liefert die vorstehende Proportion 
den Satz: 

YII. Für jeden Punkt der Parabel ist das 
Verhältnis des Quadrates der Ordinate zu der 
Abszisse konstant*). 

Der Wert dieser Konstanten hängt ab von der Wahl 
des Durchmessers. Sie werde für den Fall, daß man 




Fig. 47. 



Abszisse und Ordinate auf die Achse und die Scheitel- 
tangente bezieht, mit 2p bezeichnet. Dann ist also 
(Fig. 47) für einen beliebigen Punkt B der Parabel 
B'B^:SB'=^2p, 



*) Bezeichnet man die Abszisse mit o?, die Ordinate 
-»>^ ^ und die konstante mit 2 « , so gv\i\. ^et ^^Vl ^<^^Vb\v 
r ^Aan^ der Parabel: y* = 2 x • x . 
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Zieht man in B die Tangente bis zum Schnitte mit 
der Achse und die Normale BN^ so folgt aus den ähn- 
üchen Dreiecken UB'B und BB'N: 

UB':B'B= B'BiB'N, 

und, da (nach Satz IV) US = SB' ist, 

B'B^:2SB'=B'N, 
also B'N = p, 

Man bezeichnet B'N, die Projektion der Normale 
auf die Achse, als Subnormale und p als Parameter 
der Parabel: 

VIII. Alle Subnormalen einer Parabel haben 
dieselbe Länge wie ihr Parameter. 

66. Eine Parabel ist völlig bestimmt durch 
zwei Tangenten und ihre Berührungspunkte. 

Diese Behauptung widerspricht scheinbar dem all- 
gemeinen Satze des § 41, nach dem drei Punkte und die 
Tangenten in zweien derselben nötig sind, um einen 
Kegelschnitt zu bestimmen. Der dritte Punkt ist aber hier 
durch die Forderung gegeben, daß der Kegelschnitt eine 
Parabel sein soU. Denn zieht man (vgl. Fig. 46 oder 48*) 
die Gerade durch den Mittelpunkt der Beriihrungssehne L 
und den Schnittpunkt K der gegebenen Tangenten, so ist 
sie (nach Satz III) ein Durchmesser der Parabel, womit 
ihr unendlich femer Punkt bestinmit ist. 

Die Figur 46 liefert unmittelbar zwei Konstruktionen 
der Parabel aus den gegebenen Stücken und damit die 
Kichtigkeit der Behauptung. 

Erste Konstruktion (Fig. 48»). Sind die Punkte 
B, D einer Parabel und die Tangenten BK^ DiT gegeben, 
so bestimme man zuerst, %vie oben angegeben^ den Dvm:q>V 
messer ifX, zu dem die SeVvtie BD Voxs\\\^vst\.*^^- ^^^st 
Mittelpunkt von LK ist der Sc\imXX. ^^^^ X^vxtetessÄ'ss^^ 
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mit der Parabel. Wählt man dann auf BK einen Punkt F 
wiUkürlich, zieht i^Tll KD und durch den Schnittpunkt Y 
dieser Parallelen mit BD die Gerade YO \\ BK^ so ver- 
hält sich BF:FK=BY:YD = KQ:GD, also ist 
(nach Satz YI und Y) FO eine Tangente der Parabel, 
deren Berührungspunkt G gefunden wird als Schnittpunkt 
von FQ mit dem Durchmesser durch Y. 




Fig. 48». 

Um noch die Achse der Parabel zu finden, zieht 
man eine beliebige Senkrechte P^Q^ zu der Durchmesser- 
richtung. Den Schnittpunkt R' der durch P' und Q' zu 
den gegebenen Tangenten gezogenen Pai^llelen verbindet 
man mit K und erhält in i? == E'K X BD einen Punkt 
der Achse. Die Parallelen durch E zu den gegebenen 
Tangenten bestimmen auf ihnen die Pviok^ P \md Q der 
Scheiteltangen te. 
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Die Konstruktion gestaltet sich besonders bequem, 
wenn man BK, KD, BD in dieselbe ÄDzalil gleicher 
Teile teilt; die VerbindungBÜnien der entsprechenden 
Teilpunkte aui den ge- 
gebenen Tangenten lie- 
fern Tangenten der Pa- 
rabel, deren Berührungs- 
punkte auf ihnen von 
den Durchmessern durch 
die entsprechenden Teil- 
punkte der Sirecke BD 
ausgeschnitten werden. — 
Auf jeder Geraden kann 
man auch die betreffende 
Teilstrecke über die End- 
punkte hinaus abtragen, 
um weitere Tangenten der 
Parabel zu erhalten, wie es 
r^ 48* zeigt (5 5 , //). 

Sind B und D gleich- - 
■weit von K entfernt, so ^' ** ' 

ist KL die Achse der Parabel und die Figur wird sym- 
metrisch für diese {Fig. IS*"). 

67. (Fig. 49.) Ist eine Parabeltangente c 
nebst ihrem Berührungspunkte C, ein zweiter 
Parabelpunkt D und_ die Durchmesserrichtung 
DDj gegeben, so empfiehlt sich die folgende zweite 
Konstruktion, die unmittelbar ans der Figur 46 und 
den an diese geknüpften Untersuchungen sich ei^bt. 

Man zieht durch C einen beliebigen Strahl CZ und 
durch seinen Schnittpunkt Z mit Z>Z>^ eine Parallele w« 
Tangente e, welche die Setne DC \a X ?^ßB.eAjÄ.. ~^ä« 
Durehmeaaer durch X Behnevöet feo- %Vra^ CT. '-isv 5«s 
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Punkte B der Parabel. Bezeichnet B^ wieder den Schnitt- 
punkt von BX mit der Tangente c, so ist B^G \ GD^ 
= B^X : DDi ^n<i^ da B^X = D^Z ist, auch B^G : GD^ 
= D^Z : DD^, WiU man also mehrere Parabelpunkte 
konstruieren, so empfiehlt es sich, DD^ und D^ G in die- 
selbe Anzahl gleicher Teile zu teilen ; die Durchmesser durch 
die Teilpunkte auf c sind dann zum Schnitte zu bringen 
mit den Strahlen durch G nach den Teilpunkten auf DD^ . 



^-^f-r' 




Flg. 49. 



Um die Achse und den Scheitel zu erhalten, hat 

man nach dem obigen Yerfahren nur den Parabelpunkt G 
zu bestimmen, der zu G symmetrisch in bezug auf die 

Achse Hegt {GZ±DD^, ZX\\c, X^ZXxDC, 

XG II DD^ ,6 = XÖX CZy Die Parallele zuDD^ durch 

die Mitte R von CG ist die Achse; halbiert man noch 
die von R und der Tangente c begrenzte Strecke R T der 
Achse, so erhält man den Scheitel S der Parabel. 

Die Tangente h m B muß B mit dem Halbierungs- 
punkte von CB^ verbinden (nach Satz IV); es kann also 
auf GruDd dieser Bemerkung die Tangente für jeden 
^arabelpunkt leicht konstruiert weröieu. 
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68. Eine Parabel ist der Gestalt nach be- 
stimmt durch Angabe des Parameters je? . 

Man nehme einen beliebigen Strahl a als Achse und 
seinen Endpunkt S als Scheitel der Parabel an (vgl. Fig. 47). 
Um die senkrecht zu irgend einem Punkte B' der Achse 
gelegenen Parabelpunkte zu konstruieren, trage man die 
Strecke SB^ auf der Verlängerung des Strahles a über S 




Fig. 47. 

hinaus bis U und von B' aus die gegebene Länge p bis 
N ab. Der Kreis über UN als Durchmesser schneidet 
die Senkrechte zu a durch B' in den beiden Punkten B 

und B der Parabel. UB^ ÜB sind die Tangenten und 

BN^ BN die Normalen der Parabel in diesen beiden 
Punkten. 

Liegt eine Parabel genau gezeichnet vor, so ermittelt 
man ihre Durchmesserrichtung als Verbindungslinie der 
Mitten zweier beliebiger paralleler Sehnen; der Hal- 
bierungspunkt einer zur Durchmesserrichtung senkrechten 
Sehne bestimmt dann einen Pxmlst det ksäwa^. 



IV. Abschnitt. 

Metrische Eigensebaften der Kegelschnitte: 
Brennpnnktseigensch aften. 



Schnitte des geraden Kreiskegels. 

69. Wie schon in § 38 erwähnt wurde, kann man 
die Kegelschnitte auch als ebene Schnitte eines schiefen 
oder geraden Kreiskegels betrachten. Ein Kreiskegel 
wird von einer unbegrenzten Geraden erzeugt, die sich 
um einen ihrer Punkte, die Spitze des Kegels, dreht 
und dabei längs eines Elreises k^ als Leitlinie gleitet. 
Die einzelnen Lagen der Geraden ergeben die Mantel- 
linien des Kegels. Parallele Ebenen zur Ebene des 
Kreises k^ schneiden den Kegel ebenfalls in Kreisen 

(§ 14, 1). 

Legt man nun zu einer gegebenen Ebene TT eine 
parallele Ebene TT' durch die Spitze , so schneidet sie 
den Kegel entweder gar nicht, oder berührt ihn längs 
einer Mantellinie, oder schneidet ihn in zwei Mantellinien. 
Die Ebene TT selbst ist mithin keiner, einer oder 
zwei Mantellinien des Kegels parallel, und folglich 
hat ihre Schnittkurve mit dem Kegel keinen, einen oder 
zwei unendlich ferne Punkte, ist also eine Ellipse, 
Parabel oder Hyperbel. In dem Falle, daß TT einer 
Mantellinie parallel ist, gibt diese die Richtung der 
Pambeldurchmesser] ist TT zwei M.aiitd\ixÄ^ii -^^jÄUftV so 
ü'nd diese den Asymptoten der B.ypeT\>^\ ^«araÄL^. 
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Faßt man den Kegel als Perspektive auf, die Mantel- 
Unien also als Projektionsstrahlen, so ist die Schnittlinie 
von TT' mit der Ebene des Kreises k^ die Yerschwindungs- 
linie e^, die in dem ersten der obigen Fälle k^ nicht 
schneidet, in dem zweiten k^ berührt und in dem letzten 
Ä^i schneidet, in Übereinstimmung mit der Definition der 
drei Kurven in § 42. 

Jetzt sollen im besonderen die ebenen Schnitte eines 
geraden Kreiskegels betrachtet und verschiedene wichtige 
Eigenschaften derselben abgeleitet werden. Später (§ 82) 
wird gezeigt, daß man auch jeden Kegelschnitt aus 
einem geraden Kreiskegel ausschneiden kann, und daß 
also alle für die ebenen Schnitte eines geraden Kreis- 
kegels gefundenen Eigenschaften allgemein für alle 
Kegelschnitte gelten. 

Bei einem geraden Kreiskegel steht die durch die 
Spitze und den JVüttelpunkt des Leitkreises k^ gehende 
Gerade senkrecht auf der Ebene von k^ und heißt Achse 
des Kegels. Jede Mantellinie schließt mit der Kegel- 
achse denselben spitzen Winkel ein, der gleich dem 
halben Öffnungswinkel des Kegels ist, wo als Öffnungs- 
winkel 2 (p der Winkel bezeichnet ist, den zwei in 
einer durch die Achse gehenden Ebene gelegene Mantel- 
linien einschließen. 

Ist o der Neigimgswinkel der Kegelachse gegen die 
schneidende Ebene TT, wobei es genügt, o als nicht 
stumpfen Winkel vorauszusetzen, so erhält man als Schnitt- 
kurve eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem 
o größer, gleich oder kl ein er als 9? ist, wie man leicht 
erkennt, wenn man die zu TT parallele Ebene TT' durch 
legt. Für a = 90® gehen die Schnittellipsen in Kreise über. 

70. Beschreibt man einem, ^voks^ cp ^wskö^^^Sss^ssi- 
±rels (Fig. 50) so ein, daß semI)\vrc3tflXiesÄ<6xm^^^s^^^^^ 
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Schenkel a liegt und er den andern 
Schenkel h berührt, so entsteht durch 
Drehung der Figur um den ersten 
Schenkel a ein gerader Kreis- 
kegel mit einer eingescliriebenen 
Kugel. Einem geraden Kreiskegel 
können also unendlich viele Kugeln 
eingeschrieben werden, deren Mittel- 
punkte auf der Kegelachse liegen 
uml deren jede den Kegel längs 
eines Kreises (mit zur Kegelachse 
senkrechter Ebene) berührt. 

Ist nun noch eine den Kegel 
schneidende Ebene TT gegeben, so 
gibt es unter diesen Kugeln augen- 
scheinlich zwei, die die Ebene be- 
rühren, Avenn o ^ (p ist, und nur 
eine, wenn o = q) ist. Diese beiden 
Kugeln sollen benutzt werden, um 
die wichtigsten Brennpirnktseigeii schalten der Kegel- 
schnitte abzuleiten [Verfahren von Dandclin*)]. 




Fig. 50. 



Brennpunkte und Leitlinien. 

71. Die folgenden drei Figuren 51, 53 und 54 
entsprechen den drei Fällen a>9?, a<9?, o = cp und 
zeigen in schiefer Parallelprojektion**) einen Kegel, der 



*) Dandelin, Germinal Pierre, geb. 12. Aprü 1794 

in Bourget bei Paris, gest. 15. (oder 17.) Februar 1847 in Brüssel. 

D. war zuerst Professor der Bergbaukunst an der Universität 

ttich, dann Professor der Physik in Namur, zuletzt belgischer 

renieuroberst und Mitglied der Akad. d. Wiss. zu Brüssel. 

**} Die Prq/ektionsstrahlen f aVieii liemVVcJö. ?.1^\IL ^äC die 

ektdonsebene aaf und das VerküTi\wiga\eT\i^\^»^s Q-,^^ \^ 
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von einer Ebene TT geschnitten wird, nnd die ein- 
geschriebenen Kugeln, die die Ebene TT berühren. Als 
Zeichenebene W ist die Ebene durch die Kegelachse, 
die J_ TT ist, gewählt. 

Eine besondere Begrenzung der Ebene TT ist nicht 
gezeichnet, sondern nur ihre Schnittkurve k mit dem Kegel 
angegeben. Die Kugeln mit den Mittelpimkten M^ und M^ 
berühren den Kegel längs der Kreise k^ , k^ und die 
Ebene in den Punkten F^^ F^* Die parallelen Ebenen 
dieser Kreise sind ebenfalls nicht besonders begrenzt; 
es sind nur ihre Schnittgeraden l^ und l^ mit der Ebene TT 
angegeben. Da alle drei Ebenen auf der Zeichenebene 
senkrecht stehen, so sind auch die Geraden l^ und l^ 
senkrecht zu ihr. 

Die Zeichenebene W schneidet die Kreise in den 
Durchmessern A^ B^ , Ä^ B^ und den Kegelschnitt in der 
Achse ^i?; das letztere folgt daraus, daß Steine Symmetrie- 
ebene für die ganze Raumfigur ist. Die Punkte Ä und B 
sind also Scheitel des Kegelschnittes. Auf der Achse AB 
liegen die Berührungspunkte F^ , F^ der Kugeln. 

In allen drei Figuren ist femer eine beliebige 
Mantellinie gezogen, die A;, k^ bzw. k^ in den Punkten 
Pj P^^ bzw. Pg schneidet, und P mit den Punkten F^ 
und F2 verbunden. 

72. In dem Falle oy- cp (Fig. 51) liegen die beiden 
Kugeln in derselben Hälfte des Kegels, die deshalb auch 
nur gezeichnet ist (vgl. I, 27). 



sehr klein gewählt. Infolgedessen können als scheinbare Um- 
risse des Kegels und der Kugeln mit hinreichender Genauig- 
keit ihre Schnittlinien mit der Projektionsebene angesehen 
werden. Im Interesse der Deutlichkeit mußte die Notwexkd^r I 
keit vermieden werden , noch besoüÖLete ^^'kg^'öx^ ^^bsn^ä ^ 
zeichnen zu müssen. 
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Nun ist PF, = PP^ UDd PF^ = PP^ , da alle 

von einem Punkte an eine Kugel gezogenen Tangenten 

gleiche Lange haben, wie auch aus der Erzeugung des Kegels 

und einer eingeschriebenen Kugel in § 70 folgt. Mithin ist 

PJi + PFg = PiP+ PPt = P,Pj . 




Fie- 61. 

Die Länge P, Pg ist aber von der Lage dea 
Punktes Paiif k unabhängig, da alle MantelUiiieu zwischen 
4 uot^ ^s gleiche Länge haben, Beie\c\meS, masi dkea 
^^'^i'-e mit 2a, so ist also für atte X'otlUVb P 4ftt "Siäiösft.'- 
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Läßt man P mit \^ oder B zusammenfaDen, so ist 
auch ÄF^ +ÄF^==BF^+ BF^ = 2 a , woraus folgt, 
daß ÄF^=BF^ und ÄF^-\- ÄF^=BF^-\- ÄF^=ÄB 
= 2a ist. 

Errichtet man in dem Mittelpunkte M von AB 
(Fig. 52) eine Senkrechte zu AB , die die Ellipse in den 
Punkten C und D schneidet, so ist GF^ = CF^ = a, 
und, wenn man noch F^ Fg = 2 e (e < a) , CD =26 setzt, 
(2) b^ = a^-e^. 

Die beiden Punkte F^ , F^ liegen somit auf der 
großen Achse der Ellipse und heißen die Brennpunkte. 
Aus dem Vorstehenden 
ergibt sich zugleich ihre 
Konstruktion, wenn die 
Achsen der Ellipse ge- b\ 
geben sind. 

Die bisherigen Er- 
gebnisse lassen sich in den 
Satz zusammenfassen: 

Für alle Punkte einer Ellipse ist die Summe 
ihrer Abstände von zwei festen Punkten der 
großen Achse — den Brennpunkten — gleich 
der Länge der großen Achse. Die Brennpunkte 
liegen auf der großen Achse innerhalb der Ellipse 
und in gleicher Entfernung von den Scheiteln. 

Den Abstand e eines Brennpunktes vom Mittelpunkte 
nennt man die lineare Exzentrizität der Ellipse, im 
Gegensatze zu der numerischen Exzentrizität, 
unter der man das Verhältnis der linearen Exzentrizität 

zu der halben großen Achse — versteht; für die Ellipse 

e ^ 

mt —<1 , 
a 

Haußner, Darstellende Geometrie 11. 
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Die letztere Größe kann auch durch die WinkoLg) und o 

ausgedrückt werden. Beachtet man, daß die JCngelradien 

JI/i/\ , 4^-1. A ^2 «nd M^F^ , M^F^XF^F^ sind, so 

ergibt sich P1P2 = Jtfiif2 • cos 9p und F^F^ = M^M2* 00s o, 

also 

(5 cosa 

(ö) — = . 

a C0S9P 

73. Ist a< 99, so sind die beid^i Engeln den 
beiden Kegelhälften (einem Kegel und seinem Scheitel- 
kegel) eingeschrieben (Fig. 53). Aus jeder Kegelhälfte 
schneidet die Ebene TT einen Zweig der Hyperbel aus. 

Aus dem gleichen Grunde wie im vorigen Falle ist 

PF^^PP^, PF^ = PP^, 

aber jetzt ist 

PF^ - PF, = PP^ - PP, ^ P,P^ . 

Wird die konstante Länge PiP^ aller Mantellinien 
zwischen k, und Äg wieder mit 2 a bezeichnet, so gilt 
fiir alle Punkte P des einen Hyperbelzweiges: 

(l) PF^-PF, = 2a, 

bzw. für einen Punkt des andern Zweiges: 
(10 PF,-PF^ = 2a, 

Läßt man P in die Scheitel Ä und B fallen, so ist 
AF^ — AFj^ = BF^ — BF^ = 2 a, 

woraus leicht 

AF, = BF^ 
und 

fol -^^2 - AF^= AF^ — BFa = AB -^^a 
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Für alle Punkte einer Hyperbel ist demnach 
die Differenz ihrer Abetände von svei festen 



yj;; 



Punkts, der HauptaoliBB — iei^'B^o'^^'^Sv'^^' 
ffUicb der Länge der H.ttuv^.a-*i^*^- si.» 
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punkte liegen innerhalb der Hyperbel auf ihrer 
Hauptachse und in gleicher Entfernung von den 
Scheiteln. 

Setzt man Fj Fg = 2 e , so heißt e wieder die lineare 
Exzentrizität der Hyperbel und ist größer als a; folg- 
lich ist für die Hyperbel die numerische Exzen- 

trizität — > 1 . Später (§ 84) wird noch gezeigt 

werden, daß für die halbe Nebenachse b der Hyperbel 
die Beziehung gilt: 

(2) b^ = e^-a^. 

In gleicher Weise wie für die Ellipse findet man 
auch für die Hyperbel die Beziehung 

e cosa 

{ö) — = . 

a GOS(p 

In Figur 53 sind noch die beiden Mantellinien m^ 
und w?2 gezeichnet, die zu der schneidenden Ebene TT und 
also auch zu den Asymptoten der Hyperbel k parallel sind. 

74. Zieht man durch einen Punkt P eines Kegel- 
schnittes eine Senkrechte zu den Ebenen der beiden 
Kreise, deren Fußpunkte G^ , O2 auf den Kreisradien 
N^P^ und N2P2 liegen müssen (Fig. 51, 53 und 54), 
so ist, da diese Senki-echte parallel der Zeichenebene W 
ist, die durch sie parallel zu W gelegte Ebene senkrecht 
zu /i und /g ; infolgedessen sind (r^ H^ und Pff^ J_ ^ , 
G2H2 und PH^ ± I2*). Folglich ist <P^PG^ 

*) Die sämtlichen Linien sind nur in der Figur 51 ge- 
zeichnet; Figur 53 enthält von diesen Linien nur alle mit dem 
^öfer J versehenen. Im Falle der ¥'\g\)LT b\ ^XA. «a^ V\^ «t- 
^'ähnt, nur eine die Ebene TT beTn\iTeu^ö e«v^fe^OMVi\i«vÄ 
^"^el; es kommen also alle Elemente mit ^ftm^^ex^"^ ^^^^' 
^^J^i nicht vor. 
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= <P^PQ^^(p\m^<H^PO^=^<B^PO^^a, Aus 
den rechtwinkligen Dreiecken P^^O^P^ H^ G^P ergibt sich 



und 
also 
(4) 



P0■^ = PP^ - CO89? = PFi • CO89 
PQi =PFi.coso, 



PF,^PH,-^^==PH,.^, 

ooscp a 







^' 
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Fig. 54. 
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und ebenso erhält man für die beiden ersten Fälle 

^ ^ 2 2 QQg^ "2 ^ 

Für die Scheitelpunkte im besonderen ist 



* a a 



folglich 



/ . r.^ . V ^^1 ^L,i L.A AL. 

Fj^B L^B L^B L^B 

Mithin wird die Brennpunktsachse (d. i. die Achse, 
auf der die Brennpunkte liegen) einer Ellipse oder Hy- 
perbel durch den Brennpunkt F^ und die zu ihr senk- 
rechte Gerade ^ harmonisch geteilt; das gleiche gilt für 
Fg und Zg . Bei der Parabel wird die Strecke der Achse 
zwischen dem Brennpunkte und der Leitlinie halbiert 
Da die Polare eines Brennpunktes (nach Satz XU in 
§§ 45, 53 und 65) senkrecht auf der durch ihn gehenden 
Achse stehen muß, so folgt, daß ^ die Polare von F^ 
imd ^ die Polare von F^ ist; diese Polaren heißen die 
Leitlinien des Kegelschnittes. 

Für jeden Kegelschnitt hat das Abstands- 
verhältnis irgend eines Punktes von dem Brenn- 
punkte und von der Polare desselben — seiner 
zugehörigen Leitlinie — den konstanten Wert 
gleich der numerischen Exzentrizität des Kegel- 
schnittes. Je nachdem eine Ellipse, Parabel oder Hy- 
perbeJ vorliegt, ist also das AbetandsverYÄteiÄ <^= .> 1, 
7J. Die Tangenten t^ t^ und t^ m dew^xwiYWP, 
^ uadJ^^ sind zueinander perspek^iv, io\g\\eV ä^\^\v^v^^t 
'^^ /- und 4 in einem Punkte T^ awi \, ^ ^^ H 
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einem Punkte 7^ auf ^ '). Alle drei Tangentsn li^eri 
Id derselben Ebene, die den Kegel längs der MantellinieO/' 
berührt (Tangentialebene). 




Pig. Bl. 

Ist die Schnittkurve eine Ellipse oder Hyperbel 
(Kg. 51 u. 53), 80 ist 

und 

*> Diese Linien sind Tixa \ä ^^S<« ^\ V^:^'»;,.^ 
der EOipae halbiert die NonnaXe, ^\ ö.« ^"O^Säw:-»:^""^ 
gontedea von den BrennatraMe» »«Wää, Äo*«wäW*^'*^ 
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weil die entsprechenden Seiten der Dreiecke einander. 
gleich sind als Tangenten an Kugeln. Die linksstehenden 
Dreiecke sind rechtwinklig bei Pj und Pg? da ij und ^ 
±0P sind; folglich ist auch < PP^ T^ = < Pi^a TJ 
=- 900 . Da noch < PiPT^ =f= < Pg P 7^ ist, so folgt 

<7iPPi=<7;PP2, 

d. h., wenn man noch PF^ und PF^ als Brennstrahlen 
von P bezeichnet: 

Die Tangente und Normale eines jeden 
Punktes einer Ellipse oder Hyperbel halbieren 
die von den Brennstrahlen nach diesem Punkte 
und ihren Verlängerungen gebildeten Winkel 

Im Falle der Parabel als Schnittkurve (Fig. 54) ist 
wieder 

APPiT;^ APPiTi ; 
und ferner 

APPiT;^ AP^i7\ , 

da in den Dreiecken P7\ = P7;, PF^ = PH^ und 
< PPi 7\ = < PH^ T; = 90^ ist. Folglich ist 

<PiP7i = <^iP7i, 

d. h. die Tangente einer Parabel ist gegen den 
Brennstrahl nach ihrem Berührungspunkte und 
gegen die Achse gleich geneigt. 

(Bemerkung. Auf diesen Sätzen beruht die Ver- 
wendung von Ellipse und Parabel in der Optik. Nach 
dem Reflexionsgesetze* wird ein auf einer spiegelnden 
Linie oder Fläche auffallender Lichtstrahl so reflektiert, 
daß auffallender und zurückgeworfener Lichtstrahl mit 
der Normale c?er spiegelnden Linie g\e\c\v^/^*\xv^L^\s^ÖÄ\v; 
^eder von dem einen Brennpunkte einer a^\ese\xi^eti^\\Y^^^ 
'^Srehende Strahl wird also von i^it m ^«a B.^^et^i 
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BreiinpiinM reflektiert; jeder in der Richtung eines 
Parabeldurchmessers auffallende Lichtstrahl wird von der 
Parabel als Spiegel in den Brennpunkt reflektiert, und 
alle vom Brennpunkte einer Parabel ausgehenden Licht- 
strahlen werden parallel zur Achse reflektiei^.) 

76. Die Tangente und Normale eines Ellipsen- oder 
Hyperbelpunktes bilden; also mit den Brennstrahlen des- 
selben vier harmonische Strahlen (§*6); jede Gerade, also 
auch die Brennpunktsachse, wird mithin von ihnen in vier 
harmonischen Punkten (§ 7) geschnitten: 

Die von den Brennpunkten einerEllipse oder 
Hyperbel begrenzte Strecke der Achse wird von 
der Tangente und Normale eines jeden Kurven- 
punktes harmonisch geteilt. 

Bei der Parabel bilden die Tangente und Normale 
irgend eines Punktes mit dem Brennstrahle und dem 
Durchmesser desselben ebenfalls vier harmonische 
Strahlen. Da nun der Durchmesser der Achse parallel 
ist, so liegt einer der harmonischen Punkte, in denen die 
vier Strahlen die Achse schneiden, im Unendlichen, und 
folglich: 

Der Brennpunkt einer Parabel halbiert die 
Strecke, die von der Tangente und Normale eines 
beliebigen Parabelpunktes auf der Achse be- 
grenzt wird. 

77. Die Sätze in § 72 und 73 kann man auch be- 
nutzen, um eine Ellipse oder Hyperbel aus ihren 
Brennpunkten F^ , F^ und der großen bzw. Hauptachse 2 a 
zu konstruieren, indem man (Fig. 55) Kreise um die 
Brennpunkte beschreibt und die Schnittpunkte je zweier 
Kreise \\m i^j und F^ , für die die Summe bzw. Differenz 
der Radien gleich 2 a ist, miteinander N^T\JaA<5X.. ^nj^ssj^ 
Konstruktion empfiehlt sich. ]edoc\\ ülWt., ^^tssx '^'^ ^^^ 
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darum handelt, mehrere EUipBeD und Hyperbeln mit den- 
selben Brennpunkten zu koostruieren , wie es Fig^ur 55 
zeigt, yfo zwei Ellipsen mit den grollen Aohsen A^Bj , 
A^ Bg durch Kreise O und zwei Hyperbeln mit den Haupt- 
achsen (?i//i, Öjifj durch Xreuzchen X hervorgehoben 
sind. Kegelschnitte mit denselb«! BreonpHnkten be- 
zeichnet man als konfokale (foous = Brennpunkt). 




Eine Ellipse schneidet jede konfokale Hyperbel 
rechtwinkhg und umgekehrt, d. h. die Tangent«n in den 
Schnittpunkten beider Kurven stehen aufeinander senk- 
recht. Denn die Hyperbeltangente in P halbiert nach 
de/a ersten Satze in § 73 den von den Brennstrahlen 
eiDg'esohlosBenen Winkel und die ■Ei\V\^Bien.\Mi?,«o>^ säa& 
■Nebenwinkel. Zwei bonfobale Etüpae^i c&« "ai^erfwÄ» 
^oeJdea sich dagegen nicht. 
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78. Für die Parabel liefert der Satz in § 74 eine 
Eonstruktion aus der Leitlinie und dem BrenQpunkte F, 
die sich beBonderB auch fOr die Konstruktion mehrerer 
konfokaler Parabeln empfiehlt. Die von F auf die ffich- 
tung der. Leitlinie /, gefällte Senkrechte FJ^ (Fig. 56) 




Flg. 66. 

ist die Achse. Punkte der Parabel erhält man dann als 
Schnittpunkte des in einem beliebigen Punkte O^ der 
Achse errichteten Lotes mit 4eira"^-t«wfe -«as. "B ^ ^issssae. 
Radius gleich dem senVi-eciAsß, &Äs*a3s&a ö^^^ ^ 
Punktes O^ TOD der LelÜmie Iv «t. ^^ ''^^^^^^^-B 
Leiümie rechts oder links -von F %<b\.e^^ "^^ 
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zwei Scharen von konfokalen Parabeln, von denen in der 
Figur zwei Parabeln der einen Schar (mit den Scheiteln 
Jj , A2) u^d ©iö© ^®r anderen Schar (mit dem Scheitel Oi) 
durch o bzw. X bezeichnet sind. Jede Parabel der einen^ 
Schar schneidet jede der anderen Schar rechtwinklig,- 
denn in ihrem Schnittpunkte P fallen die Durchmesser 
in dieselbe Gerade und ihre Tangenten halbieren die 
beiden von dem Durchmesser in P mit dem Brennstrahle 
gebildeten Winkel (§ 75, 2. Satz). Je zwei Parabeln der- 
selben Schar können sich nicht schneiden. 

79. Wie schon bemerkt, folgt aus der Kongruenz 
der Dreiecke PP^ T^ und PF^ T^ , bzw. PP^ T^ und PF^ T^ 
(Fig. 51, 53 u. 54), daß die Winkel bei F^ und ^2 » die' 
die Brennstralilen nach dem Berührungspunkte einer 
Tangente und die Strahlen nach ihren Schnittpunkten 
mit den Leitlinien bilden, rechte Winkel sind: 

Die Strecke einer beliebigen Kegelschnitts- 
tangente zwischen ihrem Berührungspunkte und 
einer Leitlinie wird von dem zur letzteren ge- 
hörenden Brennpunkte unter einem rechten 
Winkel gesehen. 

Da nun für jeden Kegelschnitt die Leitlinie l (Fig. 57) 
die Polare des zugehörigen Brennpunktes F ist, so liegt 
(§ 34; VI) der Pol jeder Geraden diu-ch F auf /.. Der 
Pol dier Berührungssehne PF muß aber auch auf der 
Tangente in P liegen, ist also ihr Schnittpunkt T mit l. 
Der Pol von TF liegt daher (nach § 35, VI') auch auf PF 
und ist folglich der Schnittpunkt S beider Geraden: 

In den Brennpunkten eines Kegelschnittes 
stehen je zwei harmonische PolaT^Ti «.wieitiander 
sen^rech t 

SO. Wenn man einen Kreis m emevi ^^^^^efesaJöL 
'^rch eine Perspektive überführt, aexeTiTieTitcxMXim ^^ts 
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Mittelpunkte des Kreises liegt, so ist er zugleich ein 
Brennpunkt des Kegelschnittes. Denn je zwei zueinander 
senkrechte Durchmesser des Kreises sind harmonische 
Polaren, da der unendlich ferne Punkt des einen der Pol 
des anderen ist. Da nun aber jeder durch das Zentrum 
der Perspektive gehende Strahl 
sich selbst entspricht, so sind 
bei dieser besonderen Perspek- 
tive je zwei zueinander senk- 
rechte Kreisdurchmesser zu- 
gleich harmonische Polaren des 
Perspektiven Kegelschnittes, 
woraus auf Grund des obigen 
Satzes die ausgesprochene Be- 
hauptung folgt. Die Fluchtlinie 
der Perspektive ergibt hierbei 
die Leitlinie des Kegelschnittes, 
welche dem in den Kreismittel- 
punkt fallenden Brennpunkte 
zugeordnet ist. 

Aus dieser Perspektive 
lassen sich ebenfalls alle Brennpunktseigenschaften ab- 
leiten, worauf hier nicht eingegangen werden kann*). 

81. Ist wiederum (Fig. 58) ^der Brennpunkt eines 
beliebigen Kegelschnittes A; , Z die zugehörige Leitlinie 
und sind TP und TQ zwei Tangenten an A;, so ist ihre 
Berührungssehne PO die Polare ihres Schnittpunktes T\ 
folglich muß der Pol von FT auf PQ und auf der Polare l 
von F liegen, ist also der Punkt S = ly^ PQ. Mithin 
sind FS und FT harmonisch Yo\«t^\i^ÄA^^J^ög?^s.^^^'^ 

^ *) Dies ist z. B. in Ilx>\iii-T^^^efvfei., ^^^^^^ ^^ ^*^ 
Oreom,, III, Bd., S. 61 (1906) geac\ie>Msa. 




Fig. 57. 
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durch den Brennpunkt gehen, nach dem vorigen Para- 
graphen aufeinander senkrecht. Andererseits ist O ^= FT 
X PQ der Pol von TS und mithin harmonischer Pol zu S . 
Die Sehne PQ wird döher von G und S harmonisch ge- 
teilt, und die Strahlen FP, FQ, FG. FS sind also har- 




Fig. 58. 



monische Strahlen, deren beide letzte einen rechten 
Winkel einschließen; folglich halbiert (nach dem letzten 
Satze m % 6) FG den Winkel PFQ. Daher gut 
der Satz: 

Die Strahlen von einem Brennpunkte nach 
den Berührungspunkten zweier Tangenten eines 
beliebigen Kegelschnittes sind gleich geneigt 
gegen denStrahl, der diesen Brennpunkt mitdem 
Schnittpunkte der beiden Tangenten verbindet 

Zieht man noch eine beliebige dritte Tangente, 
welche die beiden ersten m U^V schneidet und B zum 
Berührungspunkte hat, so ist avd Qixvm^ ^«öörä ^'?i1tär^\ 



also 
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< PFU= < UFR = i^PFB , 
^QFV=4:VFR^^^QFR, 

^UFV=^\^PFQ, 
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unabhängig von der Lage der dritten Tangente: 

Die Strahlen von einem Brennpunkte eines 
beliebigen Kegelschnittes nach den Schnitt- 
punkten einer beweglichen Tangente mit zwei 
festen schließen einen konstanten Winkel ein, 
der gleich der Hälfte des von den Brennstrahlen 
nach den Berührungspunkten der festen Tan- 
genten eingeschlossenen Winkels ist. 




Fig. 59. 



82. Die Sätze des § 75 und der erste Satz des 
vorigen Paragraphen gestatten leicht, einen weiteren Satz 
für die Ellipse und Hyperbel abzuleiten. Verbindet 
man (Fig. 59) den Schnittpunkt T zweier Tangenten mit 
den Brennpunkten F^ und F^ , so finden die durch die 
gleichen griechischen Buchstaben m öie^Yv^oi^t «xs.^^ö^^'sössö. 
WJDkelgleichheitm statt. A.\ii OrraxieL ölqä ^Xjiä'ö. ^^^ ^^^ 
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Außenwinkel am Dreiecke erhält man dann die Be- 
ziehungen: 

y + S^Oi, (5 + C = 1800 _ ß ^ 

y + V + ^ = ßy S + S + rj^ 1800 _ ^ ^ 

und durch Subtraktion der unteren von den darüber 
stehenden Gleichungen: 

woraus f = C ^^^ daher der Satz folgt: 

Der von dem Schnittpunkte zweier Tangenten 
einer Ellipse oder Hyperbel nach dem einen 
Brennpunkte gezogene Strahl schließt mit der 
einen Tangente den gleichen Winkel ein, wie 
der nach dem anderen Brennpunkte gezogene 
Strahl mit der anderen Tangente. 

83. (Fig. 60*, 61^) Fällt man von den Brenn- 
punkten F^ , i^2 öiner Ellipse oder Hyperbel die Lote auf 
eine Tangente /, die die Kurve in P berührt, und ver- 
längert jedes Lot über seinen Fußpunkt hinaus um seine 
eigene Länge {F^ O^ = G^H^, F^ O^ = O^ H^), so erhält 
man die Punkte H^ und H^ , die als die Gregenpunkte 
der Brennpunkte in bezug auf die Tangente t bezeichnet 
werden sollen. 

Verbindet man noch P mit F^^ F^^ H^^ H^ und M 
mit G'i , G^2 , so sind die rechtwinkligen Dreiecke F^ O^ P 
und H^G^P, F^Q^P und H^O^P kongruent. Folglich 
ist, da nach dem Satze in § 75 <^F^PO^ = ^F^PG^ 
ist, auch 

<F^PQ^ = <H^PO^ = <H^PO^ = <F^PQ^ ; 

dje Lijjien F^PH^ und F^PR^ sind also gerade Linien, 
«ö^ % ist 
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FgP+ PBi = ffgP+ PFi - F^P+ PP, = 2o 

für die Ellipse (Fig. 60»), 

PjP- PN^ = If^P - PF^= F^P ~ PFi= 2 a 

für die Hyperbel {Fig. 61"). 




Fig, 60». 



V.U. M", 



■Weil nun G^, Öj , Jf dio Strecken JlÄj, j;f^, 
FjFg halbieren, bo ist 

A JfP,Ö, ~ A ^'aP,ffi , AifFjÖj ~ APiFgH, , 
also MGi'. FtHi = MOj : F^H^ ^ i F^F^ :^iPa> 
woraus ^0, = if öj = o folgt Daher: 

Die Fußpunkte der von den beiden Brenn- 
punkten einer Ellipse oder Hyperbel auf die 
Tangenten gefällten Lote liegen auf einem 
Kreise, dessen Mittelpunkt laVt iifeWi Si.'ö-t '^■«ix'^*' 
zuBammenläUt und deaaeTi ä^ü-öä^^ ijyäv-i"^ '^'*''* 

Bmutner. Dantellende Qoomatrift "B- 
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halben großen Achse der Ellipse, bzw. der halben 
Hauptachse der Hyperbel ist 

Die Gegenpunkte eines Brennpunktes für 
alle Tangenten liegen auf einem Kreise, dessen 
Mittelpunkt im anderen Brennpunkte liegt und 
dessen Radius gleich der großen Achse der 
Ellipse bzw. Hauptachse der Hyperbel ist. 

Man kann also EUipse und Hyperbel auf Grund des 
ersten Satzes als Tangentengebilde konstruieren, wie es 
die Figuren 60^ und 61^ zeigen. Will man dann noch 




Fig. 60^. 



Fig. 61^. 



die Berührungspunkte haben, so braucht man nur die 
Gegenpunkte des einen Brennpunktes in bezug auf alle 
Tangenten zu bestimmen (nach dem zweiten Satze) und 
diese mit dem anderen Brennpunkte zu verbinden; der 
Schnitt jeder dieser Yerbindungsgeraden mit der zu- 
gehörigen Tangente gibt ihren Berührungspunkt. 

Will man von einem Punkte Q außerhalb einer 

Ellipse oder Hyperbel, deren Breno punkte und große 

bzw. Hauptachse gegeben sind, die Tangenten ziehen, so 

braucht man nur den Kreis ^ber QF^ (c^dsr QF<^ als 

■Durcbmesaer zum Schnitt zu Y>rmgeß. imX. ^««i ^x€\^ä 
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über der großen bzw. Hauptachse AB als Durchmesser; 
die Schnittpunkte J^ , L^ sind die Fußpunkte der von F^ 
(oder i^g) auf die gesuchten Tangenten gefällten Lote, 
wodurch diese (J^ Q ^ L^Q) bestimmt sind (vgl. Fig. 60*). 
Die Berührungspunkte ermittelt man nach dem oben an- 
gegebenen Verfahren, wie es die Figur erkennen läßt. 
Fällt man noch von M das Lot MK auf t , dessen 
Länge gleich d sei, so ist 

sinG^jPi^i = %mKO^M = — , 

welcher Wert bei der Ermittlung der Krümmungs- 
halbmesser (§ 95) Verwendung finden wird. 

84. Für die Hyperbel ergibt sich noch, wenn 
man die Tangenten von den Brennpunkten an den Kreis 
mit der halben Hauptachse um M zieht, z. B. F^G ia 
Figur 61*, daß die zu F2C senkrechte Hyperbeltangente 
durch deu Kreismittelpunkt geht, also, weil dieser zugleich 
auch Mittelpunkt der Hyperbel ist, eine Asymptote der 
Hyperbel liefert. Ist BD = b die Scheiteltangente, so ist 
' AMGF^^AMBD und folglich if 2) = Jf i^2 • ^^^ 
halbe Exzentrizität MF2 war mit e bezeichnet worden, 
und folglich besteht zwischen a , 6 , e f ür die Hyperbel 
die in § 73 erwähnte Beziehung 

Ist also a und b gegeben, so trägt man a auf den 
Asymptoten ab, errichtet in den Endpunkten Lote, die 
die Hauptachse in den Brennpunkten F^ und F2 schneiden. 

Eine weitere Eigenschaft der Hyperbel ergibt sich 
noch aus dem zweiten Satze des § 81. Schnevdal<^\%.^\^\ 
die Taagente t in P die Asym.p\o\föVi m "R \ffi^ Q. ^ '^^"^^ 
auf Gmnd jenes Satzes, da die Stta:öie^ noto. $k&^^^^^^^- 
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punkten nach den Berührungspunkten der Asymptoten 
diesen letzteren parallel sind, 

<^RF^Q = K(3600 - RMQ) = ^RMF^ ; 

folglich ist 

^RF^Q + <RF^Q = 1800 . 

Nach dem Satze über das Sehnenviereck liegen daher die 
Punkte R , Q auf einem durch die Brennpunkte gehenden 
Kreise: 

Jede Hyperbeltangente schneidet die Asym- 
ptoten in zwei Punkten, die auf einem durch 
beide Brennpunkte gehenden Kreise liegen. 

Auch diesen Satz kann man zur Konstruktion von 
Hyperbeltangenten benutzen, wenn die Brennpunkte und 
die Hauptachsen der Hyperbel gegeben sind. 

85. Für die Parabel erfahren die Sätze des § 83 
eine Abänderung. Wie in § 74 gezeigt ist, halbiert der 
Scheitel A die Strecke der Achse zwischen dem Brenn- 
punkte F und der Leitlinie l (Fig. 62*), folglich halbiert 
die Scheiteltangente a auf jedem durch den Brennpunkt 
gehenden Strahle die Strecke, die zwischen ihm und der 
Leitlinie l liegt. Fällt man nun von P das Lot PH auf l 
und verbindet H mit F und G^ mit P, so ist PF = PH 
und FO = HO, also 

AFOP^AHGP 
imd 

<FPO=^HPO, <^FQP==^HQP=90^. 

Die Linie PO ist also die Tangente der Parabel in P 
und steht senkrecht auf FG: 

Die Fu ßjpunkie der von ^^xsa. "ÄT^xiTi^xLwkte 
auf die Tangenten einer Parabel ^ei^\\\.^^i\k^N.^ 
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liegen auf ihrer Scheiteltangente, die Gegen- 
punkte auf der Leitlinie. • 
Man kann den ersten Teil dieses Satzes benutzen^ 
um die Parabel als Tangentengebilde zu zeichnen (Fig. 62^). 
Den Berührungspunkt jeder Tangente erhält man, indem 
man den auf ihr senkrechten Brennstrahl bis zum Schnitte 
mit der Leitlinie verlängert und durch diesen Punkt eine 
Parallele zur Achse zieht, die die Tangente in dem 
Berührungspunkte schneidet. 



CL 




Fig. 62». 




Fig. 62^ 



Um von einem Punkte Q die beiden Tangenten an 
eine Parabel zu ziehen (Fig. 62»), beschreibt man den 
Kreis über dem Durchmesser FQ ; durch seine Schnitt- 
punkte J und L mit der Scheiteltangente a gehen die 
gesuchten Tangenten JQ und LQ, 

Zieht man von dem Punkte iT, in dqm eine Tan- 
gente der Parabel die Leitlinie aclasi'övl'^iX.., ^^ tt^vs^jä 
Tangente an die Parabel \ind NerYxvcÄftX. ^^sö^^^öc^^^ > 



^sa^ 
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dem sie die Scheiteltangente schneidet, mit dem Brenn- 
punkte F, so steht nach dem vorigen Satze diese 
Linie FJ senkrecht auf der Tangente KJ. Es ist also 
FJKO ein Sehnen viereck in dem Kreise, der FK zum 
Durchmesser hat. Nun halbiert aber die Scheiteltangente 
diese Diagonale, da die Projektionen von FE und EK 
auf die Achse, nämlich FÄ und ÄL , gleiche Länge 
haben; folglich ist der Diagonalenschnittpunkt E des 
Sehnen Vierecks der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises 
und auch die andere Diagonale JO ein Durchmesser des- 
selben. Mithin sind auch JFO imd OKJ rechte Winkel, 
woraus folgt: 

Je zwei zueinander senkrechte Tangenten 
einer Parabel schneiden sich auf der Leitlinie 
und umgekehrt. 

Zieht man in Figur 62* noch die Normale im Punkte P 
bis zum Schnitte N mit der Achse und fällt auf letztere 
von P das Lot, so ist AHÜF^APBN, da die ent- 
sprechenden Seiten parallel sind und HÜ = PB ist; 
folglich ist ÜF = 2AF= BN = p, wo p wieder den 
Parameter (§ 65) der Parabel bezeichnet, und AF = pl2 : 

Der Abstand des Brennpunktes einerParabel 
vom Scheitel ist gleich ihrem halben Para- 
meter. 

86. Auch für die Parabel gestattet der letzte Satz 
in § 81 die Ableitung eines Satzes, der dem letzten Satze 
über die Hyperbel in § 84 entspricht. 

Zieht man drei Tangenten an eine Parabel (Fig. 63), 
die sich in i? , S, T schneiden, bezeichnet die unendlich 
fernen Punkte von RT, ST mt U,V und beachtet, 
daß die unendlich ferne Gerade ebenfalls Tangente der 
Parabel ist, so ist, w^in man RS und die unendlich ferne 
O^erade als die festen Tangenten \eneÄ ^bX-tä^ ^)?v)&&\. 
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und ihn auf die beiden anderen Tangenten anwendet, 
<^RFÜ==^SFV, Hieraus folgt sofort 

^RTS = ^VFV= ^RFS. 

Aus der Gleichheit dieser Winkel ergibt sich der Satz: 
Der durch die Schnittpunkte je dreier Tan- 
genten einer Parabel gelegte Kreis geht auch 
durch ihren Brennpunkt. 




Fig. 63. 

87. Es ist mm noch die in § 6 9. ausgesprochene 
Behauptung zu beweisen, daß man jeden Kegelschnitt als 
Schnitt eines geraden Kreiskegels erhalten kann. 

In § 46 und 56 ist gezeigt worden, daß eine Ellipse 
oder Hyperbel durch zwei konjugierte Durchmesser, also 
auch durch die Achsen, und in | ^ö^ ^^^ ^YCÄ^'ss^äsjj^ 
durch den Parameter p bestimmt \s\.. 
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Bezeichnet wieder 99 den halben Öffnungswinkel 
eines geraden Kreiskegels und o den Neigungswinkel 
der schneidenden Ebene TT gegen die Kegelachse, so 
waren in § 72 die folgenden Beziehungen zwischen diesen 
Winkeln und den Achsen einer Ellipse abgeleitet: 

— = , b^ =z a^ — e^ ^ 

a cos 99 

woraus für b der Wert folgt: 

h = ycos^o? — cos^a . 

COS99 

Läßt man nun a abnehmen von 90^ bis <p (ausschließlich), 
welche Werte für die Ellipse allein in Betracht kommen, 
so nehmen die Werte von h , da cos 90^ == ist, ab von a 

bis zu beliebig kleinen Werten. Das Achsenverhältnis — 

a 

kann also jeden vorgeschriebenen Wert zwischen 1 und 

(ausschließlich) durch passende Wahl von o erhalten. 

Yerschiebt man die Ebene TT parallel zu sich, so ändert 

h 

man damit die Länge ÄB=2a, Da mithin a und — be- 

a 

liebig für die Schnittellipse vorgeschrieben werden können, 

so gilt dies auch für a und h selbst. 

Aus jedem geraden Kreiskegel können also 
alle möglichen Ellipsen ausgeschnitten werden. 

Für die H y {) e r b e 1 waren die Formeln abgeleitet (§73): 

6 COSÖ 

— = , 62 _ e2 — a2 

a COS99 

also 

a 



coscp 
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Da a < 99 ist, so ist cosa > cos 99, und die Werte von b 
wachsen von beliebig kleinen Werten bis zu a-tgip, 
wenn o von (p (ausschließlich) abnimmt bis zu Null; das 

■ h 

Achsenverhältnis — kann daher jeden Wert von (aus- 

a 

schließlich) bis tgq? annehmen. Durch Parallelverschiebung 

der Ebene läßt sich wieder die Länge der Hauptachse 

beliebig verändern. Da aber — = tga ist, wenn oc den 

a 

von den Asymptoten mit der Hauptachse gebildeten 

Winkel bezeichnet, so folgt: 

Aus einem geraden Kreiskegel läßt sich jede 
Hyperbel ausschneiden, deren Asymptoten- 
winkel nicht größer ist als der Öffnungswinkel 
des Kegels. 

Ist der Asymptotenwinkel gleich dem Öffnungs- 
winkel des Kegels, so geht die Ebene TT durch die Achse 
des Kegels und schneidet ihn in zwei ManteUinien. Wählt 
man also noch (p passend, so kann man jede Hyperbel 
als Schnitt eines geraden Kreiskegels erzeugen. 

Fiir die Parabel endlich ist a = 99, und wenn r^ 
den Radius der die Ebene TT lind den Kegel bei-ührenden 
Kugel (vgl. Fig. 54) bezeichnet, so ist 

Der Abstand AF^ des Brennpunktes der Parabel von 
ihrem Scheitel war aber gleich der Hälfte des Para- 
meters p gefunden. Folglich ist 

p = 2r^*tg<p . 

'Durch Parallelverschiebung der Ebene TT kann aber r^ 
und somit p beliebig verändert werden. Folglich: 

Aus jedem geraden Kt^V^V^^^W^x^^^'^^ '5;^^^ 
möglichen Parabeln a\i8gOÄCr\i\i\\.\-^XL^^^^^^- 
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Erümmungskreise. 



Ableitung einer Hilfsformel. 

88. Der Radius r des einem Dreiecke PQR 
umschriebenen Kreises ist gleich dem Produkte 
der drei Seiten, dividiert durch den vierfachen 
Flächeninhalt des Dreiecks. 

Beweis. Zieht man (Fig. 64) den durch eine der 
Ecken des Dreiecks, z. B. R gehenden Durchmesser RS 

des umschriebenen Kreises, 
emer die Verbindungslinie 
von S mit P und fällt von R 
die Höhe RH auf die Gegen- 
seite, so ist 

ASPRo^ AQHR 

und mithin verhält sich 

SR:RP=QR:RH , 

Da aber SR= 2r und der 
Flächeninhalt des Dreiecks 
A = \PQ>RH ist, so folgt 

^QR'RP 




Fig. 64. 



r = 



PQ 



4zl 



w. z. b. w. 



89. Projiziert man nun das Dreieck PQR von einem 
beliebigen Punkte des Banmea a\\% «oi Vc^^cä. ^vsä 
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Bildebene TT (Fig. 65) und haben r^ und zl^, die gleiche 
Bedeutung für das Dreieck P^Q^R^^ wie r und A für 
das ursprüngliche Dreieck, so ist 

Pe Qe 'Qe^e' ^e ^e 



re = 



und daher 
(1) 



4J. 



PQ QR RP A 



Te PcQc QeRe P^Pe ' ^e ' 

Das Volumen V der Pyramide OPQR kann aus- 
gedrückt werden, indem man das Dreieck PQR als 
Grundfläche und den senkrechten Abstand h des Punktes 
von der Dreiecksebene als Höhe benutzt: 




Fig. 65. 

Fällt man von einer Ecke des Dreiecks PQRy 
z. B. von 0, das Lot QL auf die gegenüberliegende 
Seitenfläche der Pyramide, so ist auch, da der Flächen- 
inhalt von ORP gleifh \RP^OP^ ^mO P U S&V 

r^^Ä^^. OP. amOPR-Ql- « 
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Bezeichnet ß den Neigungswinkel von OQ gegen 
die Seitenfläche ORP, so ist 

QL = OQ'Bmß 
und folglich 

F= |ÄP. OP' OQ'SinOPR'Sinß . 

Bezeichnet V^ das Yolumen der Pyramide OP^ Q^R^ 
und hc den senkrechten Abstand des Punktes von der 
Ebene TT, so findet man in gleicher Weise 

F, = -J-J,.Ä, = |i?,P,.OP,.00,.sinOP,i?,.sin^, 

folglich 

V A'h 



(2) 
und 

(3) 



V. A, • h. 



C 



RP' OP'OQ >sinQPP 
R,P,.OP,'OQ,'BmOP,R, 



Berechnet man V und F^. , indem man die anderen Seiten- 
flächen der Pyramiden als Grundflächen betrachtet, so 
erhält man noch 

V PQ' OQ'OR 'SmOQP 



(5) 



V, P,Q,.OQ,'OR,'SmOQ,P, 
QR' OR'OP .sinOPO 



Q,R,'OR,'OP,'SmOR,Q, 

Drückt man andererseits den Flächeninhalt des 
Dreiecks ORP durch 

lOP.OP.sinPOP 

aus, so erhält man 
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ebenso 

V^ = ^OPe'OQ^' ORo • sinÄOP. sin^ 

und daher auch 

V OP' OQ'OR 



(6) 



V, OPc'OQ.'OR, 



Multipliziert man mm die Gleichungen (3), (4) md (5) 
ineinander, so wird 

/Fy_ PQ. QR .RP J OP. OQ.QR p 
\vj ~^[P,Q,.Q,R,.R,P, iOP,.00,.Oi?J 







sinOOP. sinOPO • sin OPP 



'•anO 0,P, . sinOP, 0, • sinOP.P, 
und also auf Grund der Gleichung (6) 

r PQ'QR'RP sin OP. sin OP0. sin OPP 



K PcQc'QcJ^c'^cPc sinOaP,.sinOPea-sinOP,PeS* 

Ersetzt man die linke Seite durch ihren Wert aus 
der Gleichung (2) und den ersten Bruch auf der rechten 
Seite durch seinen aus der Gleichung (1) folgenden Wert, 
so erhält man schließlich: 

m ül _ ^ sinOOP. sinOPO • sinOPP 



r h smOQaPc'SmOR^Qc'SmOP^R^* 

Kr iimmun gskr eis. 

90. r^ Liegen die drei Punkte P, Q^ R auf einer 
Kurve k (Fig. 66) und bewegen sich die Punkte Q und R 
auf der Kurve Ä dem Punkte P zu, so ändern sich für 
jede Lage der beweglichen Punkte auch die Lage und 
Größe des durch sie und den fe^Xieö.'^wx^ Y ^<^^sjäss^ 
Kreise. Tnü nun der Eaü ein, Öl^S^ ^Y^'s.^T^Jjt^^s.Ns^^^s^^ 
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bestimmten Grenzkreis übergeht, wenn schließlich die 
Punkte Q und R mit dem Punkte P zusammenfallen, so 
nennt man diesen Grenzkreis den Krümmungskreis 
der Kurve k in dem Punkte P; sein Radius heißt der 
Krümmungsradius und sein Mittelpunkt der Krüm- 
m ungsmittelpunkt. Bei diesem Grenzübergange gehen 

die Sekanten PQ und PR schließ- 
lich in die Tangente über, die die 
Kurve k in dem Punkte P be- 
rührt. Folglich liegt der Mittel- 
punkt des Krümmungskreises auf 
der Normale der Kurve k in dem 
Punkte P und hat mit der Kurve 
die Tangente im Punkte P ge- 
Fig. 66. meinsam. Yon allen Kreisen, die 

mit einer Kurve k die Tangente in einem Punkte P ge- 
meinsam haben, schmiegt sich nach der oben geschilderten 
Erzeugung der Krümmungskreis am innigsten der Kurve an. 
Auf Grund dieser Erzeugung des Krümmungskreises 
und der bei der Tangente, als Grenzlage einer Sekante 
gebrauchten Ausdrucksweise (vgl. I, 17) sagt man, daß 
er drei unendlich benachbarte Punkte und zwei unendlich 
benachbarte Tangenten mit der Kurve gemeinsam hat. 
Ist im besonderen die Kurve k ein Kreis, so fäUt 
der Krümmungskreis in jedem Punkte ganz mit k zu- 
sammen. 

Die Konstruktion des Krümmungskreises empfiehlt 
sich oft, um eine Kurve genauer zeichnen zu können. 

Beziehung zwischen den Krümmungsradien einer Knrre 

und ihrer Projektion. 

91. Bewegen sich die P\mk\fö Q \ßÄ R »öi ^vasc 
^'^enen Kurve k dem Punkte P zu, öo\>«^^^^^«^'^'^^^^^ 
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jektioneD (Fig. 67) auf der Projektion k^ von k der Pro- 
jektion Pß von P zu und fallen mit der letzteren zu- 
sammen, wenn Q und R mit P zusammenfallen. Die 
durch die Punkte 
P, 0, R und P,, 
Og , Pg bestimmten 
Kreise gehen mithin 
gleichzeitig in die 
Krümmungskreise 
und die Sekanten 
PO,PPundP,0,, 
P^R^ in die Tan- 
genten ty tc der 
Kurven ä , ä^^ in den 
Punkten P und P^ 
über. Zugleich er- 
sieht man hieraus, 
daß die Kurve kc in 
einem Punkte P^ 
einen Krümmungs- ^^s- 67. 

kreis besitzt, wenn dies für die Kurve k in dem ent- 
sprechenden Punkte P der Fall ist. 

Die Winkel OOP, ORQ, OPR gehen bei dieser 
Bewegung in einen der Winkel über, den der Strahl OP 
mit der Tangente t bildet. Die Sinus dieser Winkel also 
werden gleich sin y , wenn y den spitzen Winkel zwischen 
dem Projektionsstrahle OP und der Tangente t bezeichnet. 
In gleicher Weise werden sin OQ^P^, sinOPi,0^ und 
sin OPßP^ gleich siny^, wenn y^ der spitze Winkel 
zwischen OPc und t^ ist. Sind noch q imd q^ die 
Krümmungsradien von k und k^ in P und P^ , d. h. also 
die Werte, die r und r^ bei dem. o\A^evi Qrc<äcn^ifef^^sös^ 
scMeßUch annehmen, so lieiert dVe^wrcL^V?^^^'^^^'^'^^^ 
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Paragraphen die folgende Beziehung*) zwischen den 
Krümmungsradien in entsprechenden Punkten einer Kurve 
und ihrer Zentralprojektion: 

m KfsmyY 

W Qo = Q'l~\- 1 • 

Ä XsmyJ 

92. Diese Formel vereinfacht sich in gewissen Fällen. 
1) Sind die Tangenten t und t^ einander par- 
allel, so ist 



(10 



h. 



ßc = e- 



I ^ 




Fig. 68. 

2) Bezeichnet man den Neigungswinkel der Ebene E 
der ursprünglichen Figur PQR gegen die Bildebene TT 
mit e , so ist (Fig. 68) auch 

<FOH = e 

und mithin 



h 



OQ 
IT 



OB , HQ 

+ 



h 



h 



COS£ 



•^' h 



*) Vgl. 0. Heumann, Zur Theorie der Krümmung nach 
den Metboden der darstellenden Greomv\,T\^ ^KxOkct ^«tÄalha- 
matllc und Physik, 3. Reihe, 6. Bmiöl, ^. *iÄ^V ^^ ^\^^OTßsö. 

ni Sh^1:-l TXT- . . 1 .* i • ^ 



Ai ähnlicher Weise abgeleitet ist. 
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Rückt nun unendlich weit fort, so wächst h über alle 

Grrenzen, während HO seine endliche Länge unverändert 

HO 
behält. Mithin nähert sich in diesem Falle unbegrenzt 

h 

der Null an und daher ist für Parallelprojektion 

K 1 



h cose 
und folglich 

cos£ Ksmy^/ 

3) Im Falle senkrechter Projektion auf die 
Ebene TT ist außerdem stets 

Bezeichnet man in diesem Falle noch den Winkel der 
Tangente t in P gegen ihre Projektion t' in P' mit ß , so 
ist 7 + ^ = 90<> und mithin 

(^ ^c = ^ — ' 

COS£ 

Ist im besonderen noch t^ \\t, so ist ß = 0^ imd 

cose 

ELTÜmmungskreise in den Scheiteln einer Ellipse. 

93. Da die Kegelschnitte Projektionen des Kreises 
sind und der Kreis mit dem Krümmungskreise, wie oben 
bemerkt, zusammenfällt, so folgt, daß auch die Kegel- 
schnitte in jedem Punkte Krümmungskreise besitzen^ für 
die im folgenden einfache Kon8lT\ik>ic>Tievi«Xi%<^<®^fö\»"^ 

sollen, 

_ V^ 

MBußner, Darstellende Geomettie IL. 
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Zunächst soll die in I, 25 ohne Beweis gegebene 
Konstruktion der Scheitelkrümmungskreise einer Ellipse 
abgeleitet werden. Da die Ellipse stets als senkrechte 
Projektion des Kreises betrachtet wei*den kann, so finden 
die Formeln (III) hier Anwendung. 

Faßt man die Ellipse mit den Halbachsen a und b 
{a > b) als senkrechte Projektion eines Kreises vom 
Radius a auf, so ist die Ebene des Kreises gegen die 
Projektionsebene unter dem spitzen Winkel e geneigt, der 

durch die Beziehung cos 6 = — bestimmt ist (I, 26). Den- 
selben Winkel e schließt die Tangente in jedem Scheitel 
der großen Ellipsenachse mit der Kreistangente, deren 
Projektion sie ist, ein; die Tangenten in den Scheiteln 
der kleinen Halbachse sind den entsprechenden Kreis- 
tangenten parallel. 

Um also den Krümmungsradius qj^ in den Scheiteln 
der großen Achse zu berechnen, hat man in der Formel (HI), 
da hier ß = e ist, zu setzen : 

b 

COSjß = COS£ = ~ , 

a 
Q^(^ 1 Qe= Qa 



und erhält 

(A) Qa 



&2 



a 



Den Krümmungsradius qc in den Scheiteln der kleinen 
Achse liefert die Formel (IH^) unmittelbar: 

(C) ec = y. 

Hieraus ergibt sich leicht ^e yq. I^ 25 gegebene Kour 
struktion für die Soheii^ViiiMiTx^yyxL^^ 
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Man verbinde (Mg. 69) die Endpunkte^ und G 
der beiden Achsen und fälle von dem Schnitt- 
punkte E der Tangenten in diesen Scheiteln das 
Lot auf AG: dieses Lot schneidet die beiden 
Achsen in den Mittelpunkten M^ und Mq der 
Scheitelkrümmungskreise. 

C 




Fig. 60. 

Denn aus der Ähnlichkeit der Dreiecke M^AE^ 
ECMcOMAiolgt: 

M^A :AE=EG: GMc = GM: AM, 

oder, dsL MA = GE^a, MG = AE=b ist: 

MaA = - , McG = - , 
also ^ ^ 

Mj^A = Qa , MqG = Qc t w. z. b. w. 



Formel für die Ejümmungsradien von Ellipse und 

Hyperbel. 

94. Die übrigen KonstnMioiievv ^<st ^^''^sks^skö^^ 
kreise von ZegeJschnitten ei\\ä\t maxi TmXX.^^ \<gt^^^^sss^^^ 
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indem man den Kegelschnitt als Zentralprojektion eines 
Kreises, für die das Zentrum senkrecht über dem Mittel- 
punkte des Kreises liegt, d. i. also als Schnitt eines 
geraden Kreiskegels betrachtet, wie es die Figuren 51, 
53 und 54 zeigen. 

Betrachtet man in diesen Figuren den Kreis k^ , 
dessen Ebene mit E bezeichnet sei, als denjenigen, dessen 
Zentralprojektion auf die Ebene TT den Kegelschnitt k 

liefert, so ist zunächst das Produkt ^-^ zu ermitteln, 

was zunächst für die Ellipse geschehen soll. 



Fig. 70. 

Zeichnet man den Durchschnitt durch die Figur 51 

längs der mit der Zeichenebene zusammenfallenden 

Symmetrieebene W , wie es die Figur 70 zeigt, so werden 

die Ebenen E und TT des Kreises k^ und der JlUipse k 

durch die Linien A^B^ wxA AB dai^^eatelU^ imd ihre 

seukreohten Abstände ON^ ysA OXJ ^qpq. O ^xsäl <5sä 
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Strecken h und \. Bezeichnet man den Radius der 
Kugel, die den Kegel in dem Kreise k^ und die Ebene TT in 
dem Brennpunkte F^ der Ellipse berührt, mit r^ , so ist der 
Badius N^Ä^ des Kreises k^ in der Formel (I) an Stelle von q 
zu setzen, und es ist, da < N^A^M^ = ^ ^^ ON^ = q) ist. 



^1 = 



Femer ist: 



cos 9? 

Q 



OÄ^ =:0B^ = - 



smq) 

AAi = AF^ = a — e, 

BB^ = BF^=^a + e^ 

wo a imd e die frühere Bedeutung haben. Der Flächen- 
inhalt des Dreiecks 0^5 ist gleich 

^AB-OÜ = iOA'OB'sin2(p 

= ^{AB+OA + OB)r,, 
also 

a • Ä- = ( a — e H — ß^ — ) ( a + e H — :^= — ) sina? • cosa? 
\ sm^?/ \ sinq)/ 

und 



\ sin 9?/ 



cos 9? 

Die erste Gleichung läßt sich mit Hilfe der zweiten Glei- 
chung umformen in 

a 'ha = s« — e* H — r= — • — a • /?>> sma? • cosg? , 

woraus folgt 

a'h^= {a^ — ^^ ciQlcp . 
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h 
Da aus AOiVjA sich noch cota? = - ergibt, so erhält 

Q 

man schließlich für das gesuchte Produkt: 






a 



2 _ /,2 



a 



a 




Für die Hyperbel er- 
hält man denselben Wert 

für p- . Figur 71 stellt 
h 

den Durchschnitt längs der 
Ebene S^durch die Figur 53 
dar. Man hat bei der Ab- 
leitung nur zu beachten, 
daß jetzt 

AF^ = e — a ^ 

Q 



OÄ = e — a + 



Bin<p 



OB = BB^ - OB^ 



= e -^ a — 



und «"»9' 

^AB-OU 
= \0A-0B-sm2<p 
Fig. 71 =l{AB-OA + OB)r, 

ist. 
95. Soll nun für eine Ellipse oder Hyperbel der 
Krümmungsradius g^, in einem Punkte P, der Projektion des 
Punktes Pj^ auf k^ , bestimmt werden, so ist (Fig. 51 u. 53) 



<OPjyj=y, <0PT^=7t 
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Die Tangente Pj 7\ = t^ steht auf der Ebene ONj^P^ , 
folglich auch auf OPi senkrecht, und daher ist 

In § 75 ist gezeigt worden, daß <0P 7; = <7\Pi<\, 

d. h. gleich dem Winkel ist, den die Kegelschnittstangente 

in P mit dem Brennstrahle F^P bildet. Für den Sinus 

d 
dieses Winkels war aber in § 83 der Wert — abgeleitet 

a 

worden, wo d den senkrechten Abstand des Kurven- 
mittelpunktes von der Tangente t in P bezeichnet, und 
daher ist 

d 

a 

Die Formel (I) liefert mithin für den Krümmungs- 
radius in einem beliebigen Punkte P einer Ellipse oder 
Hyperbel den Wert: 

wo Qp anstatt q^ gesetzt ist. 

Sind «1, b^ die beiden konjugierten Halbmesser 
einer Ellipse oder Hyperbel, deren letzterer b^ der Tan- 
gente in dem Punkte P parallel ist imd die miteinander 
den Winkel co einschließen, so ist (vgl. § 51 u. 55) 

ab = Oj fej sin CO 

und Oj sin ö) = d , 

also ab = b^d ^ 

imd mithin ist der Krümmungsradius im Punkte P glöi^*^ 
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Ist der Punkt P einer der Endpunkte der Brenn- 
punktsachse, so ist b^ = b und d = a^ also wird der 
Krümmungsradius qj^ in diesen Punkten 

ist P einer der Endpunkte der kleinen Achse einer Ellipse, 
so ist in (P) 6^ = a und d=^h zw setzen, und man erhält 



(C) QC 



«2 



Beide Werte sind für die Ellipse bereits in § 93 mit 
Hilfe der Formeln (lEI) und (III') abgeleitet; der erstere 
kann auch in einfacher Weise aus der Formel {V) ^un- 
mittelbar hergeleitet werden. 

Konstraktion des Krümmangsmittelpunktes einer 

Ellipse oder Hyperbel. 

96. Zwei konjugierte Durchmesser einer 
Ellipse oder Hyperbel sind ihrer Lage und Größe 
nach gegeben; es soll derKrümmungskreis in dem 
Endpunkte eines dieserDurchmesserkonstruiert 
werden. 

Für die Ellipse gilt folgende Konstruktion 
(Fig. 72), wenn MP = a^ und MQ == MR = \ die ge- 
gebenen konjugierten Halbmesser sind. Um den 
Krümmungsmittelpunkt Mp für P zu finden, verbinde 
man ?7 = (0i?X Normale in P) mit dem Schnitt- 
punkte X der Tangenten in P und R und fälle 
von dem Schnittpunkte Y der Tangenten in Q 
tnd jP das Lot auf XU] dieses letxt^T^«»e,\\.iieidet 
'e Normale PU in dem ges\ic\iteii'E\JLTLV\.^Mp. 



( 



1 



I 

\ 

\ 



1 



I 



Konstruktion des Ejümmungsmittelpunktes nsw* 15c 

Beweis. 

A ÜPX c^ A YPMp 

(denn < UXP = < YMpP), also 

l^P:P-X:=rP:Pifp, 



ÜP d 



nach Formel (P). 

T 




j Fig. 72. 

I Man kann auch TJ mit Y verbinden und von X das 

Lot auf TJY fällen, das dann PU in Mp schneidet. 

Für die Scheitelpunkte der Ellipse versagt diese 
Konstruktion, da die Normale mit der betreffenden Achse 
zusammenfällt, und es ist dann die Konstruktion des § 93 
zu verwenden. 

\ 97. Um die entsprechende Konstruktion für die 

t\ Hyperbel durchzuführen, zeichne man zunächst ihre 
Asymptoten. Dann verbinde man (Fig. 73) den 
Schnittpunkt der Tangente in P xvxi^ \^^ ^x\!ä^ 
Asymptote, z.B. X, mit dem YwTiV\.eiT5 ^\^ ^^ 
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die Hyperbelnormale den Nebendurchmesser 
schneidet, und errichte in X ein Lot auf XU ^ das 
die Normale in dem gesuchten Punkte Mp trifft. 
Zum Beweise beachte man, daß AUPX ^ /SXPMp 
und folglich ÜP : PX = PX : MpP ist. Da UP gleich 




Fig. 73. 



dem senkrechten Abstände d des Hyperbelmittelpunktes 
von der Tangente in P ist, so folgt hieraus 

MpP^^==Qp. 

Sind die beiden Achsen der Hyperbel ge- 
geben und soll der Krümmungsmittelpunkt für 
einen der Scheitel konstruiert werden, so versagt 
ärese Konstruktion aus dem gleichem Qrt>Midft^ me bei 
^^r Ellipse, und wird diu*ch die iolgeTxdeemlas^tiet^^^iT^^^^^ 
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In dem Schnittpunkte R (Fig. 74) der Scheitel- 
tangente mit der einen Asymptote errichtet man 
das Lot auf der Asymptote, welches die Haupt- 
achse in dem gesuchten Punkte M^ schneidet. 
Denn AMAR<^ ARÄMj^ und folglich 



MA\ÄR= ARiMj^A, 
[nach Formel (A)]. 



M^A = — = Qj^ 




Fig. 74 



98. Die Formel (P) liefert unmittelbar eine ein- 
fache Konstruktion des Krümmungsradius in einem 
beliebigen Punkte P einer ÜYW^^^ ^^^^ ^-^^^^^C^^^^ 
wenn zwei konjugierte T^UT^iX^xcL^^^^xX^^'^^^^'^'^^ 
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nach — ihre Länge braucht nicht gegeben zu sein — , 
eine Tangente i der Kurve und ihr Berührungs- 
punkt P gegeben sind*). 

(Fig. 75 u. 76.) Es mögen X und Y die Schnitt- 
punkte der Tangente t mit den gegebenen konjugierten 
Durchmessern MX und MY bezeichnen. Dann ergibt 




Fig. 76. 

die folgende Konstruktion den zu P gehörigen 
Krümmungsmittelpunkt Mp und damit zugleich den 
Krümmungsradius Qp = MpP: 

Man verbinde den Punkt X mit dem Schnitt- 
punkte Ü der Kurvennormale in P und der Par- 
allelen zu der Tangente durch den Kurvenmittel- 
punkt M und fälle von Y das Lot YV auf ÜX; 
der Schnittpunkt dieses Lotes YV mit der Nor- 



*) Daß durch die angegebenen Stücke eine EUipse bzw. 
Hyperbel bestimmt ist, erkennt man leicht, wenn man be- 
achtet, daß nach § 52 und 62 das Produkt §Z.^Y= 6?, 
wo b^ den zu a^ = MF konjugierten und der Tangente t par- 
a)}e)en Halbmesser bezeichnet. Man kann also b^ konstruieren 
7</ kennt dann zwei konjugierte Halbmeaaet der ^t>5ä^ xoA 
?» nach, wodurch die Kurve bestimmt. \s\. i,^ ^fe ^J^- ^^^« 
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malePJJ ist der gesuchte Krümmungsmittelpunkt 
Man kann auch Y mit ü verbinden und von X das Lot 




Flg. 76. 

auf Yü fäUen, welches dann die Kurvennonnale ebenfalls 
in Mp schneidet 
Beweis. 

A YPMp ^ A UPX 

(denn < YMpP = < UXP), folglich 

MpP:YP=^XP:ÜP 

XP-YP 



oder 



MpP = 



XJP 
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Nach dem Satze in § 52 und 62 ist auf der rechten 
Seite der Zähler gleich bl; ferner ist ÜP gleich dem 
senkrechten Abstände d des Mittelpunktes M von t , also 

Mp P = -f = Pp , w. z. b. w. 

d 

Die vorstehende Konstruktion ist die weittragendenste, 
da sich ans ihr auch die in § 93 und 96 gegebenen be- 
sonderen Konstruktionen leicht ableiten lassen. Für die 
Ellipse hat man nur zu beachten, daß nach § 50 die 
Diagonalen eines jeden Tangentenparallelograrams einer 
Ellipse konjugierte Durchmesser sind. Man kann also in 
§ 96 z. B. auch die konjugierten Halbmesser MX imd MY^ 
den Punkt P und seine Tangente XY als gegeben be- 
trachten, und ähnlich in § 93, wo ME imd die Parallele 
zu A G durch M als konjugierte Durchmesser zu nehmen 
sind. Um die für die Hyperbel in § 97 gegebenen Kon- 
struktionen abzuleiten, hat man nur zu beachten, daß 
in jeder As^^mptote zwei konjugierte Durchmesser der 
Hyperbel zusammenfallen (vgl. § 53); folglich sind die 
drei Punkte X, 7, F der Figur 76 in dem Punkte X 
der Figur 73 bzw. R der Figur 74 vereinigt liegend zu 
denken, während der Punkt ü der Figur 76 in der 
Figur 73 dem Punkte TJ entspricht, in der Figur 74 aber 
mit M zusammenfällt. 

Formel für den Krümmnngsradlns der Parabel. 

99. um die Formel füi- den Krümmungsradius der 

h 

Parabel abzuleiten, hat man zunächst das Produkt ^-^ 

j'n ähnlicher Weise zu berechnen, wie es in. § 94 für die 
V Mllpse und Hyperbel geschehen ist. Ze\dc«i^t Toaxv t?q. 
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dem Zwecke den Durchschnitt der Figur 54 mit ihrer 
Symmetrieebene W^ wie es Figur 77 zeigt, so sind, wie 
in den Figuren 70 und 71, die Ebenen E und JX des 
Kreises und der Parabel durch die Linien Äy^B^ und ÄQ 
dargestellt, und ihre senkrechten Abstände ON^ und Oü 
von sind h und hc , während N^Ä^ = q ist. 




Da hier das Dreieck OAQ gleichschenklig ist, so 
ist QM^ = M^O und folglich 

k^^OÜ =2' M^F^ = 2 . AF^ . cot^? ; 

nach § 85 ist 2 • ^i^i gleich dem Parameter ^ der Pai-abel 

und tg(p = j- (aus A ON^A^), mithin 

K 
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Ferner läßt die Figur 54 erkennen, daß in der 
Formel (I) des § 91 

wo V den Winkel zwischen der Tangente des Punktes P 
und der Durchmesserrichtung der Parabel bezeichnet 
(vgl. den zweiten Satz in § 75). Schreibt man für q^ 
wieder Qp , so erhält man schließlich für den Krümmungs- 
radius Qp in einem Punkte P einer Parabel den Wert: 

(P) Qp = -^ • 

Für den Scheitel A der Parabel ist v = 90<> und 
folglich 

d. h. der Krümmungsradius im Scheitel einer 
Parabel ist gleich dem doppelten Abstände des 
Brennpunktes vom Scheitel. 

Hiemach Lst der Krümmuugsmittelpunkt Mj^ 
für den Scheitel ohne weiteres zu konstruieren, wenn 
Scheitel- und Brennpunkt A und F einer Parabel 
gegeben sind, indem man AF über F hinaus um sich, 
selbst verlängert (Fig. 78). Auch für einen beliebigen 
Punkt P läßt sich der Krümmungsmittelpunkt in diesem 
Falle leicht konstruieren: 

Man konstruiere (Fig. 78) die Tangente in 
dem Punkte P {AC = AB, t = CP), errichte in 
ihrem Schnittpunkte G mit der Achse auf ihr ein 
Lot, welches mit der Achse auf der Normale 
des Punktes eine Strecke NH , die gleich dem 
Krümmungsradius Qp ist, begrenzt. Um also noch 
den ^ruinmuDgsmittelpunkt Mp i.\3l imdeci, verlängert 
waü J^J\r über N hinaus um eie ^tie^^feft Iil^p-=PB. 
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Fällt man zum Beweise der Richtigkeit dieser Kon- 
struktion noch von dem Brennpunkte F das Lot FQ auf 




Fig. 78. 

diö Tangente t , so ist Q zugleich der Schnittpunkt von t 
und der Scheiteltangente (§ 85) und also < ÄQF ^ v . 
Folglich ist 

ÄF p 





KJ JL' 

smr 


2sinv 


und 








OP^OF' 


p • cosv 

cotv — — - 

2 • sin^y 


Da noch GP— 2 OP ist, 


so folgt 




Off ^^ 


p*co%v 




Binv 


sav^v 


HauAner, 


Parstellende OeometiiQ XL 



\x 
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und schüeBlich 



sin'r 



= Qp 



100. Sind P und Q (Fig. 79) zwei beliebige Punkte 
einer Parabel, deren Scheitel Ä ist, und schneidet die 




Ffg. 79. 

Tangente Mn P die Achse in G und den Durchmesser 
des Punktes in 2>, so ist nach § 65, VH (S. 103): 

PD^ _ PG^ 

^Q~"~Gä' 

da femer PB=PG*smv und nach Satz IV (S. 101) 
desselben Paragraphen GÄ = AB ist, so folgt weiter 

PD^ _ P^^ 1 
DQ ~ AB ■ sin^v * 

Nach dem erstgenannten Satze ist aber femer 
PB^:AB=2p, folgHch 



DQ 



ÄTi*V 
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und 



Qp=^ 



P 



PD^ 



sin^v 



2'DQ sinv 



Mit Hilfe dieses Ausdrucks für Qp läßt sich nun 
leicht eine Konstruktion des Krünunungsmittelpunktes 
in einem Punkte P einer Parabel ableiten, wenn die 
Parabel nicht durch Scheitel- und Brennpunkt, sondern 
durch die beiden Punkte P und Q, die Tangente t 
in P und die Durchmesserrichtung gegeben ist. 




Fig. 80. 

Konstruktion. (Fig. 80.) Auf dem durch Q 
gehenden Durchmesser errichte uciaiU iva. ^^^^vV^- 
punkte D mit der Tangente t ^^^ V^^V^ ^^^^^'^ 
die Normale des P\iiiktea P \tv H ^oXav^'v^^'^^^^ 
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trage die Strecke D Q von Q bis E ab. Das von . 
auf die Gerade PE gefällte Lot schneidet d: 
Normale in (?, so daß OH die Länge des.g( 
suchten Krümmungsradius MpP = Qp liefert. 

Zum Beweise beachte man, daß ADPE<^AHG. 
ist, da entsprechende Seiten beider Dreiecke aufeinand< 
senkrecht stehen. Folglich verhält sich 

DE :PD = HD:GH , 

oder, da HD = PD : sinv ist, 

PD^ 1 
GH = ^r-^7^ • -^ — = Qp^ w. z. b. ^ 

Bemerkt sei noch, daß PE der Tangente und also D 
der Normale der Parabel in Q parallel ist. 
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Slnffa^entiuttrfe bon Oberftubienrat Dr. Q. $B. ©traub, S^cltoc bed C^berljnrb' 

fiubn)tö§*®omnQ)ium8 in Stuttgart. 9?r. 17. 

£30rtcrbu(b nad) ber neuen beutfc^en 9led)tfd^reibung b. Dr. ^einrid^ ftlen}. 92r.200. 
2)cutftf)eg SSSrterbuc^ bon Dr. Sfiic^arb Boetoe in Berlin. 97r. 61. 

Xa^ (^rctnbwort im Seutft^en bon Dr. 9lub. ISleinpaul in Seibjig. 92r. 55. 
SeufftbcS ^remb)oörter6u(^ bon Dr. Sfiubolf j^leinpaul in Seipaig. ^t. 273. 
^lattbrntfi^e annnb arten b. Ißrof. Dr. ^ub.®rimmc, fJreiburgCSc^ftjeia). 92^461. 
^ie beutfdicn ^crfonennamen oon Dr. {Rubolf ftleinpaul in Seipjig. 92r. 422. 
Gngliftb ' beutfdjeS @efbräi^^bn(^ bon $rofeffor Dr. C^. ^ouSInec^t in £au« 

fanne. 9?t. 424. 

@mnbri§ ber lateinlf iftcn @brnd)IeT)re b. «ßrof . Dr. <EB.SBotfrf) i.gnngbeburg. 9Jr.82. 

a?M;;i/ibe ©rammatit oon Dr. (Sric^ ©emeler, ^rof. an ber Uniberflt. $rag. 9ir. 66. 

^uffifdf-^entfOfcS &t\pt'dttß^Vii^ bon Dr. (Sttd) ©cmefer, ^rofeffor an bcr 

Unitjcrfüät ^raQ. "Stt- ^'^^ 



8Inffifiifte8Sefe6itil6 mit^IoffotD. Dr. Qhrid^ Qemeler, $rof. a. b. Unit). $räg. 9h;.67. 
Wufiiftl&e fiitertttttt ö. Dr. (Sri* ©oc^me, Cef tor an b. ^anbcl8!)0(ftfc^ulc ©criln. 

I. Xcil: ^uStooW mobemcr ^ro[a unb ^oefic mtt auSfüfttUc^cn 9lntucr- 

fungen unb täfsentbeaeic^nung. 9h;. 403. 
II. Xcil: BceBOJio;iT» rapmHin., PascKasu. 9Kit Stnmcrhtnßen unb 

Sllacntbcselc^nunö. ^t. 404. 

aitfd)i^te ber flafftfi^en ^^tlologic t)ou Dr. m% ^oU, ocb. $cof. an bec 

Unioerfitat aRünftct. 9te. S67. 

@ie^e audj ,^anbel8ffi{ffenfc^aftli(^e S3ibUot]^er. 
Weitere Bande finb in Vorbereitung. 



Iteutfi^e Siteraturfief(^i(^te bon Dr. 9»a£ föod^, $cofcffoc an bec Unibecflt&t 

IBredlau. 9h;. 31. 

2)ciitfi&e Siteraturoef(()ti^te bec niaffiterseit bon $cof. C^ad SBeitbced^t. i)ur(l^. 

gefeiten unb ecaänjt bon ftarl Setfler. ytc 161. 

J^ftttfO^f ßiteratiirflefdiiiftte be* 19. 5obrl)unirert3 bon (Xari ©citbrctftt. 5)utc^ 

gefe^en unb ecg&nitt ))on Dr. SRic^arb SBeitbcet^t in S8tmpfen. 8 !S:ette. 

9h:. 134, 135. 
OefAiil^te be8 bcutfi^en 89oman9 bon Dr. ^ellntut^ sniellc. 9h:. 229. 

Gotifil^e 6))ra(l6benfmäler mit O^rammatil, übecie^una unb Srlfiutecungen oon 

Dr.^crm.3anöen, ^ic. b. Äönigin ßuife.©d}ule in ftöntö^berg i. $r. 9?r. 79. 
9(UI)0(^benif(!je fittcratur mit ©rammatil, überfe^ung unb @cl&utecungen bon 

%ii, @(^auffler, $cof. am 8!ealgt)mnafium in Ulm. 9h^ 28. 

(Sbbaltebet mit ©rammatil, ttberfe^ung unb Erläuterungen bon Dr. 93U^. 

9iani\dt, (S(t)mnafiaIobecIebcec in OSnabrüd. 9h;. 171. 

Sfid SSüItliaci'Sieb. &n ^elbenfang auä bcm 10. Qa^r^unbett im Serdmoge 

bec Urfc^rif t übcrfcfet u. ccläutcrt b. «ISrof. Dr. ^. SUt^of in ©cimar. 9lr. 46. 
Sitltungen üu^ mittelftot^beutfcbec (Jrrfif)seit 3» ^uSmobl mit (Einleitungen 

unb SBörterbuc^ herausgegeben bon Dr. ^ermann 3<xn&en, 2)iceftoc bec 

ftdnigin £uife-(S(l^uIe in ISbnigdberg i. $r. 92c. 137. 

See 92ibelnn0e 92flt in ^uStoabl unb mittel^ otbbcutfil^e ®rammati( mit lucaem 

SBdctecbu(^ oon Dr. SB. <S(oItber, $cof. an bec Unibecfität Sioftod. 9h;. 1. 
finbntit nnb l^ietrii^e^en. SRit Einleitung unb SBöctecbuc^ bon Dr. O. 8. 

Sicicjel, $cof. an ber Unibecfität «Dh-iuftcc. 9hc 10. 

^artmiinn i^on kut, föolfcam bon (^ft^enbail^ unb &ottU\th bon Strog- 

fmtQ. ^uStoafil aus bem böfifc^en (Spod mit ^nmerfungen unb ^öctecbu(^ 

b. Dr.ft. 972aroIb, $cof. a. figl. ^ciebcid)Sf ollegium 8U ftönigSberg i $r. 92c. 22. 
fSßtiltfitt bon bec eogelmeibe mit ^udma^I aus Winnefang nnb Qpvudi» 

bif^tung. 9Rit Slnmeclungen unb einem SBörtecbuc^ oon O. ®ünttei^ 

Ißrof. an bec Obenealfdiulc unb an bec %ed)n. ^oc^fc^ule in ©tuttgact. 9hc.S3. 
Sie (bifionen be9 ^dfifti^rn GpoS. ^xiinafil aui beutfc^en 2)i(f)tungen be« 

13. Sa^c^unbectd oon Dr. SSiltoc l^uul, OlltuaciuS bec ftaif. Klabemie 

bec SCBifienfcbaften in Sßien. 9h:. 289. 

£ittratncbcnhnäler bed 14. nnb 15. ^a^cliunbcrtd, auSgeto&^tt unb erl&utect 

oon Dr. ^nmawn Oanftcn, ^tieUox \)tt ^^u\<i\u 5ii\i\<t^%^&i<iiÄ "^ 

Berg L m. ^^te-^Ä- > 



SUcratnrbenfmaier be9 16. ^a^r^unbertd. I: 9Rartiii Sntlier, 71iottui9 
anurnct nnb ba9 Itirt^enlieb beS 16. daüt^junbertö. QludoemW unb 
mit Anleitungen unb Qlnmetlungen berfe^en wn $rof. (B. iBei:Iit, 05ec« 
leftter am iWiloIaigtjmnaflum 8u fieipjig. iWt. 7. 

— n: ^ani Saift«. ?lu3gc»äöUu. erläutert o. ^ofcffor Dr. ^ultuS So^t. 9hr. 24. 

— III: S?on Srnnt bid Siollen^agen: $5rant, Butten, Sfifdiart, fowie Sieve^iod 

unb J^abel. ^uSgeiDäI)lt u. erläutert von $rof. Dr. ^uliuS ©a^r. 9h:. 36. 
^Tcutfc^e Siteraturbcntmäler bed 17. unb 18. daljrfinnbertd bon Dr. $aul fieg- 

bcmb tn ©erlin. 1. Xeil. 5h. 364. 

Cim^Iidnd eimvliriffimud bon ^cmS ^alob ^rifloffel bon (Brimmeldboufen. 

3n Sludmat)! Ijeraudgegeben bon $rof. Dr. gp. ©obertag, 2)03ent an bec 

Unioerfität ©reölau. <«t. 138. 

;tad brutfdir Solfdlieb. OludgetoS^t unb erlüutert bon $rofeffor Dr. 3uUu3 

©aör. 2 iöönbcften. 91t. 25, 132. 

C^nglifdir SiteraturgefAidite bon Dr. ^orl SBeifer in fOSien. 92r. 69. 

Q(runbifige unb ^aupttn^yen ber englifdien Sitrraturßrftfiti^te bon Dr. ^rnolb 

9W. aw. ©diröer, «Prof. an ber ^onbelSborf)f cftule tn Äöln. 2 Seile. 9tx. 286, 287. 
Stolienifc^e Stteraturaef(^iif)tc bon Dr. i^arl Soglec, $rof. an bet Unibecfitat 

f)eibelberg. 91t. 125. 

Sbanifdir iMtrraturneffbiAte bon Dr. 9htboIf Qeer in SBien. 2©be. 92t. 167, 168. 
Voringirfifdie Siteraturgefcbitfite oon Dr. Staxl bon dleiubarbftoettnet, $rof. 

an ber ^dnigL Secf)nifci)en ^ocf)fct)uIe SDtfindten. 9h. 218. 

ÜHuffifdir )!iteratnrßrfd}iifitr oon Dr. ®eorg ^olon^rü in SIRfinc^en. 9h. 166. 
Slabifdir ^trraturgeftbicbte bon Dr. ^ofef fiar&fel tn 38ien. I: IDtete Site* 

ratur btd 8ur '^iebergeburt. 9h. 277. 

— II: %)oS 19. Sobrbunbert. 91t. 278. 
IKorbifdir Siteraturnefffiii^te. I: ^ie idIAnbifdie unb nortoegifc^e Sitetatut bei 

äRtttelalterd oon Dr. ihJoIfgang ®oltbet, $rof. an bet Unib. 8Ioflto<t 9h. 254. 

^ie j&an|itliteraturen bc9 CrientS bon Dr. Wdb- ^aberlanbt, $tibatboaent 

an ber Unioerfität ^ien. I: S)ie Siteratuten Cftafien» unb 3nbien9. 9h. 162. 

— n: a)te fiitetatutcn ber $etfet, ©emiten unb fürten. 9h. 163. 
^rirdiiftftr Sitetarargeftfiiilitr mit SBerficffiditigung ber (Befcbicbte bet ffBinen» 

fcbaften bon Dr. ^ifreb ®etde, $rof. an ber Unioetf. (Btetfdmolb. 9h. 70. 

RSmiffbr iütcraturgeffbiilite bon Dr. ^erm. doacbim in ^ambuiQ. 9h. 63. 

T\t SNetamor))i|ofrn bed i^. Ooibin» 92afo. ^n ^tlusroabl mit einet (finleitung 

Qiib 9lnmet!ungen betaudgegeben oon Dr. duliud 3^^^^ in ^tonffutt a. 9R. 

9h. 442. 
Weitere Danöe flnb in Vorbereitung. 



®e?4{4ini^e 9{bUotl)ef. 

Ginleitting in bir ®rfd)idit0n)iffenfd)aft oon Dr. Snifl iBem^einv Ißtof. an 
ber Unibetfität ®reif0malb. 9h. 270. 

ttrgrfi^ifbte bet SRenftfjiieit bon Dr. SRotia ^oetnel, $tof. m bec Unioerfität 
in ^ien. 97at 53 ^bbflbungen. 9h. 42. 

Q}cf(bid)te beS alten SRorgenlanbel bon Dr. ^. Bommel, o. ö. ^of. bet femi» 
tjfd)en ©pracben an ber UntoerfitAt in Winäitn, 9Rit 9 SoO* unb %tj[tß 
iäöent unb 1 Boxte bei 9}a)tQrnlanbeft. 9h. 43. 

eeMiOite 3fraclS 6iS auf bie gtteditiAe öcttbou aVc'Di.^.^ttqJro.vu ^ku'iav 



9UaUHmtaa\dtt deit^efil^i^le I: ^er ^{{toc1|d^e unb lulturfiefd^flfa^ ^faUei^ 
enmb be< Utcfirtflentutnl ton Sic Dr. tB. @taert ^rofeffoc an ber Utti« 
Mrfitftt 3eiuL amt 8 ftarteiu Kt. 325. 

— n: S>ie WeIfQüm be< SfubentuniS im 3ettaltec beS ^eOentttnuil mib bec 

8Umer^etif(f>aft Wit einer ^UntfKise. 9to. 826. 

•Hcf(if(^e Oeff^uirtt'bOB Dr. ^einric^ StootobOr $rof. « bec Sentfcfien 

Unib. $tao. 9faE. 49. 

Oricdiifil^e HltertemShmbe toon $tof. Dr. 8lid^. 9Raif(^, neubeoid^eiiet bon 

aieftot Dr. f^ron) Ißo^I^amntei. Tat 9 eotlBttbem. 9hr. i«. 

K0ttHf4e (Bef(^ii^te bon SÜeoIgijmnafialbireltoc Dr. ^uliul ftO(| in Orune* 

»oft. 9tt. 19. 

Rdmifdie 0Itertttm9fttnbe bon Dr. Seo Blod^ in IBien. SRit 8 fBoübilb. 9lr. 45. 
(Bcfilftidite bcft IHisaniinifdie« Rei^eS bon Dr. St. fftotff in ftenq)ten. 92c. 190. 
Itdttfdie (Befdftifbtc I: flRittclalter (513 1519) oon !ßcof* I>r- 9- Stm^, Obe> 

le^c^ am ftgL Shiifengbntnafium in Oeclin. 9hr. 88. 

— n: 3citaltet bev flieformation mb ber IRenfiionftfriefle (1600—1648) 

bon $rof. Dr. ^. Shx^t, Obetlebtec an ftgL Suifengbinn. in fBerlin. 9tt, 84. 

— m: iBotn »efifaiifil^en 9rieben bid inr «nfiafnng bcft alten 9itidt9 (1648 

bis 1806) bon $cof. Dr. gf. ftuQe, Oberlebtec am ftgL Suifeng^mnaiinm 

in iBetltn. 9tc 95. 

^ifi^e 6tanime8(ttnbe bon Dr. Shibolf Tta^, $cof. an bet Uniberfit&t in 

SBien. SDHt 8 ftorten unb 8 Xafeln. 92r. 186. 

f^t bentfil^en tlUertflmev bon Dr. ^rona Sfu^fe, Siceltoc beS @tftbi S^htfeumS 

in Staunfc^ffieig. Wut 70 ISbaUbungen. 92r. 124. 

0bri6 bev Onrgenfnnbe oon ^ofrot Dr. Otto ^{pec in mnd^en. Wt 80 QtB« 

bttbungen. 8fa^ 119. 

l^enttilie IhUtnrgefdiii^tc bon Dr. tflein^. (Bfintl^er. 9he. 56. 

Scntfi^ed Seben im 12. n. 13. ^abrünnbert. SleaRommentac iit ben QoIB- 

rnib ftunftepen unb inm 9Rinnefang. I: Cffentli(be< Seben. fBon $tof. 

Dr. 3uL 2)ief f enba(bec in ^teibuxg i. f8. SRit 1 Xaf el u. ttbbUbungen. 9hc 93. 

— n: $Tit)atIeben. VHt Wbbilbungen. 9to. 828. 
Ottettenhtnbe ins Sentfiben ®efibid|te bon Dr. (Sad 3acob, 9cof* o" bec 

Unioerfitat in ZiU)ingen. 1. iBonb. 92c 279. 

Cfterreii^ff^e ®ef(bi(bte. I: iBon bei Uiseit bit |um Zobe ftönig Whiti^a IL 

(1489) bon $rof. Dr. 9tan% oon Shronet, neubeocbeitet bon Dr. ftott 

UbliiS, $rof. an ber Unio. (Stroi. SRit 11 Stammtafeln. 92c 104. 

— n: IBom Xobe ftbnig QObrecbtS IL bis |um lBeftfaiif(ben Sfcieben (1440 

bü 1648) bon $tof. Dr. f^xarii uon IhoneS, neubeacbeitet bon Dr. ttad 

tlblirS/ $»f- an ber Unibeifttdt ®ta%. SDZit 2 Stammtafeln. 92c 105. 
Ctoglifibe Oeffbitbte bon $tof. 2. ®erber, Oberlebier in 2)fiffeIbotf. 92c 875. 
9roni9fif4lc ®eftbi(bte bon Dr. 9t Stemfelb, $tof. an bei Unib. Berlin. 92c 85. 
8biffifiÄe ®efibi(bte bon De IBiC^elm 82eeb, Obecle^rec am Oflergijmnafium 

in SRain). 92c '4. 

I^olttifibe <9cf4i4te bon De (SlemenB Otanbenburgec in $ofen. 92c 838. 
et^Ottifdic (S^eftbidite bon Dr. ®u1t 2)ienS. 92c 266. 

eibweiierifibe (Beftbitbte o. De St. 2)änbliler, ^f.a. b. Unio. 3üii(^ 92c 188. 
Oefibifbte ber i^riflliibtii ealtcm^atttMi V^e»>A%a*«ci. ^t^öc^k«^ ^Ä»ss3ssä^«s^ X 

ifUftttenegro, öricd)enlaiib) ttm Dt. fi. ^Ra«^ \ä ^^■w:Q^w^• ^'S«-^^^ > 



Batjertfite <9cfd|i4te ton Dr. {^itf Ddü in VuglBitis. Kc 100. 

(BefiQi^ie Sfraitf en» Mn Dr. tt^ftian fDtttftx, ftsL (nceug. StoatSort^ltKit a. 9. 

in 9Riln(^en. 9^ 4841 

68fl)fiffl)C Ocfi^l^te tMm $cof. Otto ftaemstel, Keltot beS 9HIoIaifil)mnafttt»i 

8U SeUisig. 9fae. 100. 

SlfirinoHdie ^efil^ii^te t)on Dr. (SmU Sebiient in Qena, 9tt, 8Sa. 

Oabifil^e Qtefi^iiQte Don Dr. Stau SBtunnet, $tof. am ®Qinnafium in Ißfois^eim 

u. $rit)atboaent ber ® ef ^ic^te an bec Xtd^xL ^od^fc^ule in ftotlSnt^e. 9{t. 880. 
fBflrttembergiff^e Ocfdiif^te bon Dr. ftail SBefler, $tofeffot am ftatttg^mnafitt« 

in ©tuttgort 92t. 468. 

Wätlättc Sotlirinoen» bon Oe^. iReo.«8t Dr. ^ecm. Seiic^dtoeilet in ®tso^ 

buig. 9fae. 6. 

IMc IhUtnr ber SUnaiffance. OefHtnnis, gf^ifc^Sf Sicl^no- bon Dr. 8lob€Ct 

^. 8bnoIb, Ißrofef^ an bet UnioerfitAt .lEBien. Sfac 188. 

Oefd^te bc9 19. 3aiir1)ttttbctt8 bon OSIot 9&aet, o. ^onotac))rofeffot on 

ber Unibexfit&t »onn. 1. O&nbc^en: 1800—1858. 9h:. 816. 

— 2. eanbAen: 1853 bis Chtbe he» ^ol^unberts. fftc 817. 

Itolonialoef(^i(^te bon Dr. 2)ietii(^ ©d^&fer, $iof. bes Vefd^id^te on bes ttnü». 

Seclin. 9fae. 166. 

%U ecematftt in ber bentft^en (Scfi^ii^te bon SBicfl. «CbmiralitatScat Dr. (Smfl 

bon ^oUe, $tof. an ber ttnioetfität Oetlin. 8be. 870. 

B^ Weitere Bdnöe find in Vorbereitung« 



l^tUfifAc OcograDliie bon Dr. @ieom. Günther, ^rofeffot an ber Königl. 

ledmifd)en ^oc^fdnile in Wfin^en. 9Rit 82 ttbbUbungen. 9h. 86. 

Hfhroniraiifdie ®eoora))l|le bon Dr. ©iegm. (Bunker, $cofeffot an ber K5nioL 

Srdmif4)en ^od)f4)uIe in SlRünc^en. SOht 58 Obbilbunaen. 9{r. 98. 

mimafnnbe. I: tlUgemeine ftlimalefire bon $rofeffoT Dr. fS. Stbt>pt% 

aRetroTOloge ber ^tetoactt ^ambute. 9Rit 7 Xafeln u. 8 Sfiouten. 9te. 114. 
SReteoroIogie bon Dr. SB. Xrabert, $cofeffor a. b. Unibetfität in 3nnMxnd. 

Wt 49 ttbbilbungen unb 7 Xafeln. 92r. 64. 

tßflllfiff^e aReeredtnnbe bon $cof. Dr. ® erwarb @(^ott,9(bteiIung8botfieber an ber 

2)eut{d)en ©eemorte in Hamburg. Wt 28 $(bb. im %ttt u. 8 tafeln. 9tt. 118. 
^olSofleoflrap^ie. (Beologifc^e ®ff4i(^te ber SReere u. gftfUänber b. Dr. gfraat 

ffoffmat in 9Bien. Vlit 6 Karten. 9to. 406. 

9aiao!limatolo0ie bon Dr. «Bilb. fR. ddatbt in Stadien. 9hc. 488. 

^9 CHdieitalter bon Dr. C^mil SBert^ in 8erIin«SBUmerSborf. SRit 17 «6- 

bilbungen unb 1 ftatte. 9tt, 481. 

Itie «It^en bon Dr. 8lob. Sieger, $rof. an ber Uniberfitftt (Bta§. 9Ht 19 Wbf^ 

bungen unb 1 Karte. 9tt. 189. 

@Ietf(berfttnbc bon Dr. gfii^ aRad^a^el in asien. SRit 6 ISbbilbungen im Xtjfi 

unb 11 Xafeln. 9tL 154. 

VflansengeogroDliic bon $rof. Dr. Subtoig ^iett, $ribatbos. an ber Uniberf. 

Berlin. 92r. 889. 

SUrgeograPÜe twn Dr. 8(moIb 3acobi, ^to^Wot ^n &oi>\A^\t «x ^tt ftöni^ 
&oxftatabemie «u J^aranbt fflUt 2 ftaxtctu ^»:^* "Kä. ^ 



Sftiikerfinibc Hott ihixoH Don Dr. gfrona Oeiberid^, $tofeffor am fJrtandSco« 
dlofep^inum in SRöblinfi. Wt 14 Xecttäitd^en unb S)iagrammen unb einet 
Satte bet sm^eneintetlnnfl. 9fac. 6S. 

— bcf otifiercttrotiaifi^en (Svbieile bon Dr. fjftana (^eibetit^, $rofeffot 

am 9ianc{Sco«3of e))^inum in snöblino. Wt 11 Xei^tfartc^en u. ^lofiL 92t. 68. 

Sanbefttnnbe nnb SBirtfi^aftSoeoQran^ie be9 ^cftlanbeft Knfhraliett 9on 
Dr. fturt (Raffelt, $iofeffor an bei ^anbeU^od^fd^uIe in ftdln. 9Rit 8 9Ib« 
bttbungen, 6 orapbifc^en Xobeden unb 1 Karte. 92t. 819. 

— »Ott Haben bon ^rofeffot Dr. O. ftienib in Sfarl'int^e. 8)Ut Profilen, 

ebbilbungen unb i Sparte. 9h:. 199. 

— feeft Stanioreiifid eaqcm oon Dr. 9B. Q^b^, ^rofeffor an bet Jtbnial. Ztdin. 

(^0(6fd)ule ^fmd)en. Wt Profilen, Qtbbilbungen unb 1 ftaite. 92t. 176. 

— feer StepnbTif OrafUien Don 82oboI)7^o bon gering. 9Rit 18 W&bObungen 

nnb einer ftaite. 92t. 878. 

— kon 9ritifdi'92orbametifa bon ^tofeffot Dr. «(. Cppd in Otemen. 92it 

18 Vbbilbungen unb 1 ftatte. 92t. 884. 

— kon (Hfafi'Sotdrinoen bon $tof. Dr. 82. fiangenbed in Sttagbutg L (S. 

mit 11 mbUbungen unb 1 Statte. 92t. 816. 

— hH CQro81iersogtumd i&effen, ber ^vtfbins ^effen-92affatt ttnb be8 fßxfttn* 

Htm« fBalbeif oon $rof. Dr. tfeotg 0teim in S)atniitabt V2it 18 «Uibil« 
bungen unb l ftarte. 92t. 876. 

— %n dbetififien ^albinfel b. Dr. gti^ 82egel, $tof. a. b. Unib. «Bütjbutg. 

02it 8 ft&rt(f)en unb 8 ^bUbungen im Xe^t unb 1 ftatte int Qfatbenbrud. 

92t. 835. 

— Him Cftcnreidi'nngam oon Dr. Wfreb ®runb, ^rofeffot an bet Unioerfitftt 

eetlin. V2it to Xe^tillufttationen unb 1 ftarte. 92t. 844. 

— ha Stlieinprobin) oon Dr. 9. ©teinede, ^ireltot bei 82ealgbntnafittml 

in ^fen. 4)2tt 9 ^bb., 8 ftdrtdien unb 1 ftarte. 92t. 306. 

— fec8 Cnropftififien äHußlanb» nebft ^innlanb8 oon Dr. QHfteb ^btltppfon, 

oib. ^Brof. bet (Brographte an bei Unioerfttdt ^olle a. ®. 92it 9 tlbbübungen, 
7 le:pttatten unb einer Utbograpbifcben ftarte. 92r. 859. 

— fe(8 ftdnioteidid 6ad)fen bon Dr. 3. 3emmric^, Obetlebtet am 9leal* 

fiQmnafium in $lauen. 9)2tt 18 W>bUbungen unb 1 ftotte. 92t. 858 

— %tt 6diwei} oon ißtofeffot Dr. ^. CSalfet in i8etn. amt 16 QCbbilbungen 

ttnb einet ftarte. 92t. 898. 

— tom SImbinanien (@dm)eben, 92otraegen unb ^dnematf) bon ^emric^ 

fteip, 8ebret am (Bomnaftum unb bebtet bet (gtbfunbe am Somentui« 
Geminat tu fBonn. Wt 11 Olbbilbungen unb 1 ftatte. 92t. 208. 

— ber 9eteini0ten Btüattn tion 92orbametiIa oon $rof. ^einrieb i^ifcbet, 

Obetlebtet am Cutfenfidbtifd)en StealgnmnaUum in Oetlin. 972tt ftarten, 
^iguten im Ztxt unb tafeln. 2 JBdnbdien. 92c. 381, 382. 

— keft ftaniflreidi8 fBfirttemberg bon Dr. ftutt ^affeit, ^tofeffot an bet 

^anbeIdt)od)fd)ule in ftöln. Wt 16 iBoUbilbetn unb 1 ftatte. 92t. 157. 

IMc betttfdien Slolonien I: Xogo unb ftametun oon ^of. Dr. ftacl Sooe. Wt 
16 iafeln unb etner UtliogcaPbtfd)en ftacte. 92t. 441. 

ftntbeS- ttnb eolfdfunbe $atäftina9 bon ^tVoaW^^toX \xt, %. %^S!!$«x \i 
^aße tt. S. S«it 8 ©oDbübeni uut> ttaitx ftosXt. ^te.-'vSk^ 



eaileriniikc tooit Dr. mStaü f^tOaxihi, $]ifiMtk«eiii Hm b« UirtMcfItSt 
SBien. SRtt 66 «6&itt>iiiioeti. 8te. 78. 

Ihnrtenhtnber oef^tditlicb boigelteat- bon 0. Oetd^r l^tteftw bn i -L HRou« 
tifc^en e(^ule tii Sufftanicalo, gf. Sonte^ 9»feffor am Reolfibmsaftitm 
in Ulm unb Dr. ^oul S)infe, Wfißeirt bec «efeaftbofi ffii (foblunbe in 
Idetlin, neu beoxbettet bon Dr. SR. QMO, ttmtovaapUt in Oetto. 9Rit 
71 OlbbObwiaen. 9tc 80. 

■9^ Weitere BSnbe Wnh in Vorbereitung. 



@efd)iAte bev IRatbematä bon Dr. 9L @tnrm, ^lofenoc am ObetabinnäRttm 
in Seitenßettctu 9h. 1B26. 

KritDmetil nnb ffloebra bon Dr. Qttmoam @d^ubet^ ^f. an ber Oelebrten* 
fdjule btil nobonneuinS in (^amburd. fftt. 47. 

BcifbieifammTuno inr viritbmeti! unb 9(Iorlirii bon Dr. (^ermann 6(biibect 
$u)f. an bei ®'elebrtenfd)ule beS SobonneumS in ^^amhuxq. 9tt. 4& 

9l0ebraif(be ^rben bon (fugen Oeutel, Ob'errralle^ver in Coibinarn-ISn}. 

I: ihiitoenbiiSfuffion. SRit 67 Sfiguren Im %e^ 9tt. ^435, 

^Determinanten bon $aul fB. Qfifc^er, Oberlehrer an ber Oberrealfd^e |u 

(Ktog-Sicbterfelbe. 9te. 408. 

Sbene (Beometrie mit 110 smeifoib. Sfifinren bon O. a^oblei; ^sof. ^om iBt^tn^ 
nafium in Ulm. %. 41. 

^orfteUenbe Geometrie I mit 110 fjfiouren bon Dr. 8lob. ^^^ntt, ^f. m 

ber Unioerfitftt 3ena. 9fa^ 448. 

n. «Kit 40 gifluren. 9h. 143. 

€bene unb fbbftrifibe 8:rio0ttometric mit 70 gfig. bon Dr. 0erbarb £effenbera, 

^lofeffor an ber Sanbmirtfd)aftL iillabemie Oonn-^oppeUborf. 9h. 99. 
Stereometrie mit 44 Figuren ton Dt. ffL ®lofer in Stuttgart 9h. 97. 

92iebere ttnalbfüB mit 6 ^tg. oon $rof. Dr. IBenebilt iSporer in Qbinoen. 9h. 68. 
Sterftellioe Safein unb ©egentafeln fflr logaritbmifified unb trioonometrifibeS 

8ied)nen in stoei gfarben sufammengefteQt oon Dr. ^ermann 6d)ubert, 

$rof. an ber (Deleqrtenfd^ule bed i^iol^anneumd in Hamburg. 9h. 81. 
SfflnffteUige Sogaritbmen oon Ißrofeffor ^ug. ISbler, tCireftor ber 1 1. S^toatt- 

eberceolfcbule in SBien. 9h. *4S8. , 

Knalbtiffbe Geometrie ber (Sbene mit 57 Qfiguien bon $rof. Dr. Vi 6tmon 

in ©tragburg. 9h. 66. 

Kufgabenfammlnng inr onalbtifiben Q^eometHe ber (Fbene mit 82 ^. oon 

O. Xb. S^ürflen, ^rofeffot am Siealgomnafium in 6(bmAb.«<9manb. 9h. 866. 
0naIi|tifibe (Beometrie bed 8tamned mit 28 Qlbbtibungen bon ^nfeffor Dr. 

Tl. @imon in ©troBburg. 9h. 89. 

Qufgabenfammlnng inr analiitifiben (Beometrie be9 Raumes mit 8 fjH%. 

oon O. Xti. I^^ürflen, $rof. am Siealgtjmnaftum in 6(bn)db.«0münb. 9h. 809. 

i^dtittt 9lnalbfi8 I: ^ifferentiolreibnung mit 68 gfigureii bon Dr. Srri^rUQ 

i^unler, $rbf. am ftarUgQmttafium in Stuttgart 9h. 87. 

— II: ^ntegralreibnsno mit 89 ^igiacm bon Dr. gfriebrid^ gfunler, $n>f.'dm 

/?/7r%9mna/ium in Stuttgart 9h. 88. 

fffepetitprium mb 0« fffadrnfatmnlttnfi im 1tl^ t ttft \< fa t <bi«Mi% «^U 4« ^% 

ifott Dr. Qtiebt. Runter, «ßrof. am ftaa»ftt»«n«5Mx \Ä%tött%ya!L %t. \^&. 
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no^etitiiriiim. imb flnfoairnfaimnlnno ittt'^nteoratrtdynimfi mit 59gfid. Don 
Br. ^t\tbt. QmAex, ^Stot am ftatUgtjmnaftum tti. ©tuttgoct. 9h^ 147. 

!9f9jetttor (BtometHe in ft)nt^etifc6er SBe^onbluno mit 91 9^0* twn !>'• ^> 
S9el)lfmann, $rof. an bet Unitteifit&t ^Dtünditn. 9h;. 72. 

Rotbemiitifdie {(ormelfammluno unb die^etitorinnt beir WittlKmatit entl^. 
btr widiiAQfttn ^otmeln unb Sebrf&^e bec ttrit^metil, tUgebia, olgebiaifd^en 
IbuxlQftd, ebenen Geometrie, ©teteometiie, ebenen unb f|)^drifd^en %x\Qono» 
metcie, ma^. Geogvopbie, «molqt Geometrie bei (Sbene unb bei SRaume9> 
bet tCifferentioI- unb dnteoialcec^nunQ bon O. X^. SBflrflen, $(of. am 
ftfiL Steolgomnoftum tu ^(^».«Gmfinb. SDiHt 18 gfiguren., Vtt. 61. 

9(yfiilrernnodmatliematit bon Dr. SQfieb fioeio^, $tof. an bet Uniberfltät 
f^riburg i 9t. 9tt. 180. 

9it98leidmng9redimni0 noA b«^ SRetliobe beir neinflen ünabf atc mit 16 gfig. 
unb 8 tafeln tum ff&iOt. SBeitbtec^t, $H>feffoi bet . Geobftfie in 
6tuttgatt ißt. 303. 

BtUmtmaltifM bon Dr. Ciegft. ealentinet, ^tibatbosent füt $^4fil an bet 
UniDerfit&t Berlin. 9Ht 11 gfiguren. 9lt. 854. 

flUtimomifdie Geogrotifiie mit 62 ^igureu' bon Dr. @{egm. (SKint^er, $rof. 
an bei Xedm. ^od){(t)ttte in SRünc^en. fflt. 92. 

MpXüptitint. 3)ie 9ef(f)affenbeit bei ^immett!5r))et bon Dr. SBoItep f$. SBil' 
licenud, ^Stof. an ber UmoetfitOt ©tragburg. Vlit lllSbbttbungen. 91t. 91. 

Sfktonomie. (&xt%t, iBemegung unb (Sntfetnung bet |>immeI8Ibr}}et bon 
9L 8f. Tlbhiva, neubeaib. oon Dr. SB. gf. 8BidIicenu9, $rof. an bet Unib. 
6tra6burg. Wi 86 QlbbUbungen unb 1 ©temlarte. 9{r. 11. 

dcobäfie mit 66 ^bilbungen bon Dr. (£. 8lein^ei|, $tof. an bet Xed^n. ^od^ 
titmle ^annooer. 9hc. 102. 

ftantiL Shuser Qlbrift bei tftglic^ an IBoib bon ^anbeldfc^iffen ange»anbten 
Seil» bet 8d)iffabrtSIunbe mit 56 Wbilbungen bon Dr. ^tana ®(i^ul$e, 
^Dttfftor bet 92aoigatton«fd)ule au Sübetf. 9ix. 84. 

•eomctrifi^ed 3eiifinen oon ^. IBeder, Qlr(^itelt unb Sekret an bet Sau* 
gemerffdjule in aRagbebutg, neu bearbeitet bon $tof. Q. IBonberlinn, 
tCtreftor bet ftgU SBaugemetfit^uIe 8U STlünftet l 3B. Wt 290 gfigüren unb 
28 lafebi im Xert 9lr. 58. 

■9^ Weitere Dön6e finb in Vorbereitung. Oleicbjeitio macht bie 
Verlogsbanblung auf bie »Sammlung Schubert",, eine Sammlung 
motbemotifdber Cebrbücber, oufmerMam. €in votiftänbiges Ver* 
setdbnis 6iefer Sammlung befindet fidb am Schlug biefes Profpehtes. 
Rugerbem t«ann.ein ousfübrticber motbemotifcher. Katalog 
ber O. ]. Oöfcl>en'fcben Verlogsbanblung hoftenfrei burcb jebe ßiicb- 
bonblung besogen werben. 

I^AontpUQlt nn^ Vbftammitngdlefjre bon $tof. Dr. ftati Wiener in SBien. 

a^it 9 ^bbilbungen. 92r. 460. 

Set menfi^ndie Stdtptt, fein IBan unb feine Sldtigleiten, bon Q. S^ebmann, 

Obetf*ulrot in ÄorWtu^e. ^t (ae\UTV^\>t\Ä\t\:iXt >öw.'öx. \sä^. ^. ^^^'w- 
SKit 47 mdübujiQen unb 1 Xote\. ^x.^s- 



nroefAiilite kev SRenfA^eit tooit Dr. SRotli ^^9tmt§, 9cof. an bet Uithietfitftt 

«Bien. vm 63 SDbbtibunfieit. 92t. 48. 

80I!erIiinbe iMm Dr. VHc^el ^a&etlanbl, l. u. i ftufloS ber ttffnoQx. ©ontnii* 

(ung bes natur^ißot. (^ofmufeum« tt. ^libotboient an bei Unioerfitftt tBien. 

mt 61 OCbbUbungen. 9fae. 78. 

Zierhtnbe bon Dr. gfroni ik IBagnec, $cof. an bei UnibetfitAt üio}. Slit 

78 QCbbUbunoen. 9te. Oa 

KBrift ber Oiolooie beir Sierc bon Dr. ^ehtrid^ ©imrot^, $iofeffoc an ber 

Uniüerfit&t Setpitg. 9he. 131. 

ZieroeoQrapbie ton Dr. «[ntolb 3acobt $T9f. ber Soolo^ an ber ftgl. Soift^ 

alabemie 8u S^boranbt Vttt 2 ftarten. 9he. 218. 

Soft 2:ierreiii|. I: 6Sttoetiere, »on Oberlhtbienrot $rof. Dr. 5turt ßamDert, 

IBorfteber bei ftgl. 92aturalienfabinettd in <5tutt0art 9Rit 159lbbilb. 9h. 282. 

— m: 9{e)iHUen unb 9lm^l|Uiien. @on Dr. f^cani ferner, ^rioatbosent an ber 

Itniüctfttdt ^ien. 9Rit 48 ^babungen. 9h. 883. 

— IV: J^iffber bon Dr. SRos Rautbei, ^rioatbogent ber Boologie an ber Uni> 

berfität (Siegen. SRit 87 ^DUbungen. 9hE. 866. 

— VI: t>\t ttitrbellofen tirre bon Dr. 8ub»tg Oöbrntg, $rof. ber Soologie 

an ber Untt>erftt&t Otioa. I: Urtiere, Scbnidninte, 92effeltiere, SHopeii* 
quaden unb SBücmer. Wt 74 t^ifturen. 92r. 439. 

Cfotttifflungdoefitiidite ber tiere non Dr. 3obS. SVeifenbeimer, $rofeffor ber 
Zoologie an ber UniDerjit&t Vlarburg. I: f^urtbimg, ^rintitinanlagen, 
Saroen, Qformbilbung, (^brQonalbüüen. a^it 48 Qfig. 9h. 379L 

— n: Orgonbilbung. 'mt 46 ^ionren. 9h. 379. 
6ilbinaroi;er nnb 6fbmaroi;ertnni in ber tiemielt (£cfle (Sinfübrung in bie 

tieriid)e ©d)niaTO$erfunbe oon Dr. ^ani n. SBagner, $iofeffor an ber 

Uniberfit&t ©ro). 9Rit 67 «Ibbilbungen. 9h. 151. 

®efilbt(bte ber Boologie bon Dr. 8lub. IBurcfborbt, »eil tCireltor ber Booto» 

gif dien Statioii be9 Serliiter Slquariumd in {Rooigno Oftrien). 92r. 857. 
Sie tPflanse, ibr iBau unb ibt Qtben bon ^rofeffor Dr. S. Sennert in i^obei» 

bprg. mt 96 9(bbilbungcn. 9h. 44. 

Sad tßflansenreiift. (Einteilung bei gefamten $flanj|enrei(bi mit ben tti(^ 

tigften unb befannteften 9liten bon Dr. 9. SReineJe in Qreilou unb Dr. 

SB. ^iQvda, $rof. an ber (Jforftolabeniie (Sifenacb. SRit 50 gfig. 9h. 182. 
tßflansenbiologie oon Dr. 8B. S^ula, $rof. an ber gforftalabemie (Sifenat^ 

^it 50 ^bbilbungen. 92r. 127. 

9fIansengeogra9bic ^on $rof. Dr. Sub»ig $ieI9, ^cibatboj. an ber Unioerf. 

iSerltn. 9h. 889. 

8Ror)i(|oIogie, 9lnatomie nnb tßbufiologie ber tPflansen oon Dr. XB. 9RiguU^ 

$rof. an ber (^orftalabemie Qi\tnad). 9Rit 50 iKbbilbungen. 9h. 141. 
Sie ^flanjenwelt ber @ewäffer oon Dr. SB. WquUi, $rof. an ber gforflafabemie 

(Sifenacb. 3Rit 50 ISbbUbungen. 9h. 168. 

^sfurfiondflora bon Sentfiftlanb sunt Seftimmen ber häufigeren in tCeutfe^ 

lanb tt)ilbn)ad)fenben $flanaen oon Dr. SB. Snigula, $cof. an ber $orii« 

alabemie (Sifenacb. 2 Zeile, ^it 100 Slbbitbungen. 9h. 268, 869. 

Sie 9Iabelbül8tr bon $rof. Dr. fjf. SB. 9hger in Zbaranbt SRÜ 85 StbbiU 

bungen, 5 Tabellen unb 8 ftarten. 9h. 855. 

f^Pflansen tjon ^tof, Dr. 3. ©e^tcn», «ot^t ^tt «tsJ^. XasCWövtlVfi^W. 
&erfud)SanfL fUugüftenbnu. SOtit 58 Siftutttu '^x* ^3^ ^ 
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9a9 €tiflem %tt UlfitriDinaiiini mit 9(u9f(&luft bet ®t)mnofpetmen oon Dr. 

9 Pilger, Vffiftent am ftgU Qotanifc^en Porten in 18er(in-tS)a^Irm. 9ttt 

81 9iouren. 9h;. 898. 

!^flall|fnfrannleitcll Mn Dr. XBenter Oftiebtid^ Qrutf in biegen. 9Rit 1 foxd. 

Xafel unb 45 ^bilbungen. 9h:. 8ia 

flRineralooie bon Dr. 8t 8caund, Stofeffoc on b. UnibeifUäl 8onn. 9Mt 180 «6* 

bilbungen. 9hc: 89. 

0eiil0Oie in tutsem QuSsng ffix ®dmlen <mb gut 6elb{tbele^tnng sufammen» 

geilem oon ^Stof. Dr. (Sbttft. 9raai in Stuttgart 9Rit 16 «Ibbtlbungen unb 

4 Xafdn mit 61 gfiguten. 9te. 18. 

MSontologie »on Dr. 8htb. ^oetncf, ^tofeffor an bet Unioetfitftt tfrog. Wt 

87 täbbilbungen. 9h(. 95. 

IßetrooraUfiie oon Dr. fß. 8tu^, ^tofeffm: an bet tlniberfitftt ©tragburg t 9. 

9ßit 15 Wbbilbungen. 9h^ 178. 

Atiftanograpliie oon Dr. SB. SBtubnS, $tof. an bet ttnittetfitat ©traHbutg. 

mü 190 \ttbbUbungpn. 9h:. 8t 0. 

0ef(4iitt( bet ^bnfi! oon 9t ftiftnet, 9rof. an bet ^hn>8b. Realf^ule su @in<- 

^eim a. (S. I: 2)ie ^bbfil bift 9letoton. Wt 18 giguren. 9h^ 298. 

— n: ^e VbQfil oon 9{e»to9 bi» |ur «egenmart 9Rit 8 teuren. 9h^ 894. 
Sleotetififte tSbnfit L ^U: tRecbantf unb «Ifufttt 9on Dr. «uftao ^gec; 

$tof . bet $bQfi( cm bet Xed)nif(f)en ^0(f)fd)ule tn ®ien. Wtt 19 >abb. 9{t. 76. 

— n. TriT: 8if6t unb %B&rme. Qon Dr. O^uftao ^grt. Stof. bet $bqfif an bet 
Xed)tttf(den ^o(bfcf)ule in fBien. 9mt 47 «Ibbübungen. 9h:. 77. 

— m. teil: Qeltrtaitftt unb SRagnetiSmud. Qon Dr. Euflat» SOget, ^of. 
bet ^bOftf an bet Xedinifc^en ^»ocbfdmle in fBten. VHt 88 ^bbttb. 9h:. 78. 

— IV. Xefl: (Beftiomagnetifcbe Stcbttbeorie unb (Sleftrontf. Qon Dr. 0uflao 
SAger, ^Stof. bet $bQfiI an bet £edinifd)en ^o(bf(fmle in tBten. SDtit 
21 f^riguten. 9h:. 874. 

Slabioaftiuitat tton 9BiIb. Sftommet Wt 18 fftguten. 9h^ 817. 

iß(t)fi(alifitie 9Reffungdmetboi>ni oon Dr. «Bilbelm «abtbt Obedebrer an bet 
Obenealf(t)Ulr in ®ro6»^td)terfelbe. Vht 49 (^uten. 9h:. 301. 

0cfi^ti4te bet (Sbemie oon Dr. ^ugo Oauer. Wfiflent am «tem. Sobotatorium 
bet ftgt Xedmtfcben ^ocbfcbule Stuttgart I: Son ben Olteften Beiten 
bis sur Serbcennungdtbeorte oon iiaooiftet. 92t. 264. 

— n: {8on Caooifier bid jur (S^egenroort. 9h:. 265. 
Knorganiffbe (Sbemie oon Dr. ^of. Itlein in tRannbeim. 9h^ 87. 
aUetaUoibe mnorganifcbe Sbemte I. teü) oon Dr. 0«fat Stbmibt bipt 3n* 

genieui, ttffiftent an ber Itgl. iBaiigeioerffcbule tn Stuttgart 9h:. 211. 
SRetaUe (^norganifcbe (Sbemie II. £eü) oon Dr. Oöfor Sdimibt, bipt 3nge« 

nieur, ^fftftrnt an ber l^gl. IBaugeraerffdiulr tn Stuttgart 9h:. 212. 

Otganiffbe C^bemie oon Dr. C^of. ftlem tn VZannbeim. 9lv. 38. 

S^emie bet ftoblenftoffoetbinoungen oon Dr. ^ugo Oauet, ^ffiftent am 

(bem. Saboratorium ber StQl. Xedjn. ^odjfcbule Stuttgatt L II: ttlipba* 

tifd^c Scrbmöungen. 2 Xelle. 9h^ 191, 192. 

— ni: ftarboct) Ilif d)C SBerbinbungen. 9ht 193. 
~ IV: ^eterocQilifcbe QSerbinbungetu 9h:. 194. 
Knalotiffbe CPiemie oon Dr. dobannei ^oppe. I: Xbeotie unb (8at!t^ ^«:. 

Slnalofc. ^^»..'WÄ. 

f — U: dieattion bet aRetoUcibe unb ^etoÄt. ^««x.'»*»* 
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SRatonaltffe Don Dr. OttP,8|91)m in @tuttgati Wt 14 ^. 9tt. 821. 

2:e4nifi4'(Riemifil^e ftnaliife t>im Dr. (0. Sünoe, $iH>f. an bec (Sibgen. $oii}te(^ 

©d^tUe in 3ürt(^. Wt 16 Stbbilbunoen. 9to. 195. 

6tereoi4emie b. Dr. S. SBebelinb, $iof. a. b. Unib. Sübingen. Wt 84«Ibb. 92i. 801« 
KÜgtmeine unb pfttfiktaliidu (Ritmic »on Dr. ^BUa fftabolpffi, ^feffn an 

bec Zeäin. ^od)fd)ule in Sacmftabt ^DMt 88 gftoucen. 9lc 71. 

€(eftr0ff)emie oon Dr. ^einric^ 3)anneel in fJfiiebri(f|S^a0en. I. tCefl: Z^eoretifc^ 

^eltroc^emte u ibce p^QfiIaI.-4)emif(^en (Srunblagen. SRit 18 gfifi. 9to. 858. 

— n: C^perintenteUe (£leItco(^emie, SRegmet^oben, fieitfft^iglett, Sdfungen. 

Wi 26 f^ifluren. 9h;. 253. 

Sosil0lo0if4c (Sbemie bon ^libotbosent Dr. (S. anonn^eint in Omtn. OHt 

6 ^bbilbungen. 9tt, 465. 

9(oriluItnrifitmie. I: ^flanstnemai^rano bon Dr. ftod iBtautx, 9tt. 829. 
2)00 agrif nltnrdiemif i4e ftonttollwefen o. Dr. $au( lh;if(^e in ®dttingen. 9{r. 804. 
Iß^QfioIooifdie <£^emie oon Dr. med. ^ £ega^n in IBedin. I: $[ffiinUation. 

amt 8 tafeln. 9to. 840. 

— n: 2)ifftmUation. 9Ht einer ^feL 9^ 841. 
Oteteorologie tum Dr. fß. Xcobert; $rof. an bet tInibecfitSt ^nnSbcnet 9Rit 

49 W>bUbungen unb 7 Zafeln. 9^ 54. 

(Srbntagnetidmsd, (Srbfhrom nnb fßolarlidit bon Dr. 9L 9HD))o!bt ic, SRitglieb 

b. ftaL $ceuB. ^eteoiol. ^nflitutd «u $ot0banu VHt 14 9lbb. u. 8 Zof. 9fo. 175. . 
Kfhronomie. ®röge, Qenegung unb (Sntf emnng bec ^immeUlAc^ec bon 

d. $9. SRöbtUiS, neu btatb. ton Dr. iSB. f^. SBtdlicenuS^ !ßcof. an bec Uni». 

6tca6buig. 9JHt 86 ttbbilbungen unb 1 6tecnfacte. 9hE. 11. 

Sfkcopbiint. Sie tBefdiaffenbeit bec ^immelilbcpec oon 9tof. Dr. ISattecS. 

QBidlirenuS. 92eu bearb. o. Dr. ^. :8ubenborff, ^ot^bam. 9Ritl58lbb. 9te. 91. 
ÜÜronontifdie ®eoora)it|ie bon Dr. @iegm. ®fintbec; $cof. an bec ttdftu 

C>od)fdiule in iRüncben. Wi 52 «Ibbilbungen. 9tt. 98. 

tßllDfifitie <^eoara|iliie oon Dr. @iegm. ®fintber, $cof. an bec ftbnigl. XtäjitL 

|)od)fd)ulr in aj^ncben. SRit 88 8lbbUbungen. 92c 86. 

!ß4Qfifd|c aRerre^hinfee oon $tof^ Dr. ®erbarb &^o% QCbteilungfoocfiebec. 

an bec i)eutfd)en @ee»acte in ^ambucg. Wt 88 Sibbttbnngen im Xejt 

nnb 8 tafeln. 9te. 118. 

mimahinbe I: SUlgemeine ftlimalebre bon ^f. Dr. IB. ttbppta, SReteocologe 

bec eeemarte Hamburg. Wt 7 Xaf. u. 8 gfig. 9te. 114. 

tfp Weitere Bänbe fin6 in Vorbereitung. 



»ibliotl^ef 3ur ^I^Qfif. 

<»efd|i(4ie bec $D9fi! oon ^ Itiftnec, ^rofeffoi an bec Q(co6^. ReatTdl^ in 
@indbeim a. (f. I: 3)ie $bbfü bid 92en)ton. amt 13 grig. 92c 898.' 

— n: Sie $bbfil oon 92emton bid suc (Segenmoct fDl\t 18 gfiguren. 9tc 294. 
t^eocetiffbe $l|Qfi( oon Dr. 0uftao 3Agec $TOf. an bec tec^nifc^en ^0(^ 

fcbule in «Bien. I: iDZecbanil unb «tfufUI. mit 19 Slbbttbungen. 92c 76. 

— n: ßi4t unb «Bärme. SKit 47 Slbbübungen. 92c 77. 

— m: (SleltTiaitat unb aRagnetidmu«. 9mt 83 Qlbbilbungen. 92c 78. 

— IV: eieftromagnettfcbe ßidjttbeocie unb (Jleftronit. TOit 81 gfigncen. 92c874. 
Ofaifhaftittität oon fBilb. f^rommeL 9Rit 18 QfiguTcn. 92c 817. 

iP^pfifaliMe fmeffungümtüio^tn ton Di. B\\^t\.m ^atitU, Obecle^rec an bec 
Cberrealid)ule ta ©lofe-fil^tcttelbe. «Ät 4S ^K^axtu, "»x, ^v 
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%ffiii\HU\äit 9ttfoa((tifatnm(una tt^n &. Sto^ler, ^tofeffor am (S^mnafittm 
in Ulm. SOim ben. Multaten. 9hc, 243. 

Iß^fifalifi^e Bfoirmelfammluno t>on (&, SRa^Iec, $tofeffor am Qt^mnafium 
in Ulm. fftc 136. 

|ßli))fiIaUfd)fa:iManifi^e 9ieAenatifoaiett t)on $tof. Dr. 9t ^ego unb $TtMit«. 

bf^ent Dr. O. ©acfur, beibe an ber UnibecfUftt fdttSlau. 9tr. 445. 

ee(toranalt)fii bon Dr. ©iegfi. SJalenttner, ^tibatboaent für $^^fil an bet 

Untberfität IBerlin. Sßit 11 gfigucen. 92r. 354. 

■9^ Weitere Bönbe find in Vorbereitung. 



<Sef4<4te ber CEüemie oon Dr. ^ugo (Bauer, Qffiflent am (^em. SoBotatorium 
ber ftgl. Xecbnifc^en ^(^fc^ule Stuttgart. I: IBon ben Alteften Seiten 
bis sur SSerbrennungdt^eorte bon fiaboifiet. 9tt. 264. 

— n: Gon Saooifier bis aur ({(egenroart. Sir. 265. 
Qnorganifdie Sbtmie von Dr. 3of. SSIein in SDtonn^eim. fUt. 87. 
SRetalloibe (Slnorgonifcbe (S^emie I) bon Dr. OSIar ®(^mibt, bi^I. Ingenieur, 

^ffiftent an ber STgl. SBaiigeberlft^uIe in Stuttgart. 9^^ 211. 

SRetaUe (Slnorganifcbe CT^emie n) bon Dr. CSIor Sd^mibt, h\pl Ingenieur, 

tSffiftent cm ber S!gl. )!)augemerff(^ule in Stuttgart 9tt, 212. 

Otganifcbe (Riemie bon Dr. ^of. ftlein in aRann^eim. 9hr. 88. 

(Cliemie ber Itoftlenftoffberbinbnnoen bon Dr. ^ugo Oauer, Qt^tf^ent am 

(^em. Saboratorium bei ftgt Xtdjin, ^od^fd^e Stuttgart I, ü: QUi^^a« 

tif(^c ©crbinbungen. 2 teile. Sir. 191, 192." 

— m: S!arboct)flif(be Cerbinbungen. 9tr. 193. 

— IV: ^cterocofltf(ie ©erbinbungen. 9hf. 194. 
0nait|tif4e Gbemie oon Dr. 3o^. ^oppt, I: Z^eorie u. ®ang b. tSnoI^fe, 9h;. 247. 

— II: JRealtton ber SRetanoibe unb SWetalle. Sir. 248. 
aRaßanalDfe oon Dr. Otto SRd^m in Stuttgart, amt 14f$ig. Sir. 221. 
3:e(^nif(!i'aijemif(^e ^(nalQfe bon Dr. (S». Sunge, $rofeffor an bet Q^lbgenOn' 

$oIbteWn. Sd^ule in S^^^- SRit 16 SlbbUbungen. Sir. 195. 

Stereoiiemie bon Dr. (S. SBebefinb, $rofeffor an ber tlniberfit&t Tübingen. 

9Wit 34 «bbübungen. Sir. 201. 

Snigemeine unb |if|QfifaIifd)e iSfitmit bon Dr. aRa; 8luboI|)^i, ^feffor an 

ber Zec^ntfcben ^ocbfcbule in ^armflabt SDHt 22 fjfig. Sit. 71. 

Oefttodiemte oon Dr. (^einri(^2)anneel in Qftiebric^^agen. I.Xeil: X^eoretifd^e 

Sleltroc^emie u. i^re pl^Qfilaiifc^d^emifc^en (Stomblagen. Wk 18 ^ig. Sir. 252. 

— n: ejperimentelle (glefttoc^emie, Sßeßmet^obcn, ßeitfft^lgfeit fiöfungen! 
«Kit 26 Sfiguren. fftt. 253. 

to£ifo(o0if(be (Hiemie bon $r{batboaent Dr. S. SDlann^eim in S9onn. SDlit 
6 SC&bilbungcn. Ißr. 465. 

Kgrilttiturdiemie I: $fIanaenentA]^rung bon Dr. ftarl Qhaun. Sir. 829. 

Kgritttlturcbemififte Unterfnditutgdmetibobfn bon ^of. Dr. 6mil {»afel^off, 
©orftebcr ber tanbmtrtft^aftl. Serfut^Sflation in »larButg i. ^. Sir. 470. 

f>ai agrihtlturdiemifcbe ftonttoameffn b. Dr. $aulftrif(^e in ®öttingen.9lr.304. 

V^Qftologifdie (S^emie bon Dr. med. ^ fiega^ in SSerltn. l: ^^^^jltailaiinTii. 
mt 2 Zafeln. ^^^.^i»^ 

I — U: mfimüatUm. SKtt 1 Xofel. '^'^'^ 
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M^iometrif^e Sttfgabenftmmliiiifi oon Dr. Oa^m 9eSftti, Otede^cec 
an bei O^eireolf^ule in 0to6-8t(^terfelbe. Wt ben fRefuItaten. 9tL 45t. 

fllUfiroHfdi'Criiemifdie Redlenanfaabett »on ^of. Dr. R. «begg «nb WMt' 
boftent Dr. O. ©(ufitc, 6eibe an bet ttnitteifit&t OredUm. 91s. 445. 

■V Siebe auda »Ced3nolO0ie*. Weitere B5n5e \\nb In Vorbereitung. 



(!;^ein{((^e Xei^nologie. 

tniQemeineiilemifAeteibnolooiet). Dr.®uft9lattter in(S:^adottenbuT0. 9le.ll8. 
^ie ^ttr nnb Cle foDie bie 6rifett* nnb ftersenfabrilation unb bie ^latut, 

itadt, ^imiffe mit i^en miditioften ^ttfdftoffen Don Dr. Statt Qiaitn. 

I: (^nfüt)run0 i. b. Hernie, Qeiprec^ung einig, ©alje u. b. ^ette tt. Cle. 9^.885. 

— n: $te 6eifenfabri!ation, bie ©eifenanal^fe unb bie ftexsenfabdlation. SRtt 

25 Qlbbübungen. fitt. 836. 

— ni: ^arje, Cacfc, Öfimiffe. 9tc 887. 
(ttberifdir Ole nnb dtiediftoffe bon Dr. ^. Stoc^uffen in aRilti^ SRit 9 90b- 

btlbunaea 9h:. 446. 

Sie €s9lofiDftoffe. (Sinfilbrung in bie (Ebemie bei esplofiben Sorgfinge bon 

Dr. ^. fBrundroig in 92eubabeldberg. Wt 16 Qlbbilbungen. 9fa^ 888. 
evanerriiDffen I: WäUerei oon Dr. $aul Sreberboft Stieltot bei Otaneoi 

unb i)2älaerfd)ule in Grimma. 9)2it 16 ^bUbungen. 9tc 806. 

Sad SBaffer unb feine ISerroenbung in ^nbuftiie unb (Setoetbe bon Si))I.<j(no. 

Dr. Gmft 8eber. mt 15 Slbbilbungen. 9{c 861. 

IBaffer nnb ^Hbroäffer. Sbie Sufammenfe^ung, 8eucteilung unb ttnteifuilbttna 

bon '£rof. Dr. ($mil {»ofelboff, SBotfte^ei bei Ianb»irtf(baftli(ben 8a> 

fud)«ftation in "SRarburg in Reffen. 9ti.47S. 

STuornonifitie dientiffbe ^nbnftrie oon Dr. ®uft Rautei in (Eboilottenbins. 

I: t)te Seblancfobainbuftrie unb ibte 9lebenaroeige. Wt 18 Xafeln. 9fa^806. 

— II: ^olinenroefen, l^altfalae, S&ngertnbuftrie unb Serroanbtei. WÜU 6 tafeln. 

Sie. 806. 

— m: «Inorgantfcfie (STiemifcbe $rd)}atate. VHt 6 ^feln. 9fa^ 207. 
Vtetallnrnir oon Dr. '2lufl. ®eib in Winditn. 2 Qbe. Wt 81 gfig. 9tt. 818, 814. 
Sie ^nbuftHr ber Silitate, ber lfinft(id)en Oaufteine mtb bed aRSrteli Mm 

Dr. &uitar) >Hauter. I: @la^ unb ieramifcfie ^nbuftite. mt 12Xaf. 92i. 888. 
— n: 3)te ^nbufme ber (QnftUcf)en IBaufteme unb be« iOlöttel». Wt 12 %al 92i. 884. 
Sie Seerfarbftoffe mit befonberer Oecü(fficf)t{gung ber fontbetifcben SRet^oben 

oon Dr. ^anA föuditttt, $rof. o. b. ftgl. Xe^n. ^ocbfc^ule Sreöben. 9tt, 814. 

9Re<^ani((^e Technologie. 

IRedianifdie tedinologie oon (&il). ^ofrot ^of. ^ £übi(fe in SBiaunfd^toeig. 

921. 340, 841. 

2^e£til-3nbuftrie I : @))innetei unb B^interei Oon $rof. 9Ras ©Urtier, Qte^. 

Stegterunadrat im Üönigl. Sanbedgetoetbeamt au ^Berlin. ÜRit ^9 ^ig. 9h. 184. 

— IT: SBeberet, SBnrferel, ^ofamenticrcrei, ©piöen« unb ®arbtnenfabrifation 
und fjügfabrifation oon ^rof . 9Jlaj ®ütt\n, %z\ ^t^\KOKR)55BwX Vm Ä%«S4, 

ßanbegfiemetbeamt ^u ©crlin. SDlit 2T ^Vftuttxi. 'Stt. \«k, 
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Ststtl'diibttftrie m: fB&fd^eiei, Qleid^erd, 9At(etei imb {^ MfSfkoff^ 
tton Dr. '}&VSi, ^affot, Se^ei an ber $ieu|. ^d^. 8fa(^<^ ffir Xej^ 
dliibufttie in ITrefelb. 9Ht 28 Siguten. Ri. 186. 

Sit notrrialica beft fKofdihienianeft snb ber (Beftrotcitnil bon 3n(tenie«r 
$rof . ^rm. SBUba tn Sternen. VHt 8 «rbdilbungen. 9lr. 478. 

S«i i&0l|. 9lufbau, CHflenfdbaften unb Vetmesouno, bon $u>f. ^emu SBflba 
ta gteme n. JW tt 88 tlbbtibungen. 92t. 459. 

W9" Weitere Bänbe finb in Vorbereitung. 

Sibliotl^ef 5U beit SitS^itieurtDiffenfd^aftett 

S«i fllnfinen in ber tedini! n. feine Hilfsmittel (Sftecbenfcbiebei, 9te(bentaFelii, 
8ied)enmaf(6inen ufm.) t)on dngenieut 3o^* (fugen 9Rabet tn ftarldntbe t. 9. 
OHt 80 «bb. 9hr. 405. 

ltotcrial|>riifuno8ttiefeii. CHnfübntng in bte ntobeme ^ec^nil ber Vtaterial^rüfung 
oon ft. 9RemmIer, ^ioIont'ÖngenieuT, flfinb. Vlitarbeiter am ftfil. anatetiol« 
|»fifun04amte su ®to6-Si(f)terfelbe. 1: 9RateriaIetoenfd)aften. — geftigteitS« 
berfu(be. — ^Ufdmittel für Qfeftigleitdtirrfud^e. Wi 58 fjrifluren. 92r. 811. 

— II: WetoüDrfifung unb Prüfung oon {»ilfdmatetiolien be« WafAinenbouei. 

~ iSaumatenolprüfung. — ^apierprüfung. — ©cbmiermittelprüfung. — 
(Einigf« Ober aRetallogtapbie. Vht 31 f^igucen. 9h. 818. 

■lclaU00ra|iIiie. ShtQe, gemeinfaglicbe ^orfteUung ber Sebre bon ben 9Xe* 
toQen unb ibren Segterungen, unter befonberer 8erik(ffi(btigung ber 
aRetanmifroffopte von ^rof. (S. ^ebn unb $rof. O. SBouer am ftgl. 
aRaterUüprfifungdamt (®u)6'£id)tetfelbe) ber ttg^. lecbntfcben |>0(^f(bnle 
|u Berlin. I: WIgemeiner Xeil. 'mt 45 Qlbbilbungen im Xest unb 
5 SiAtbttbem auf 8 tafeln. 92r. 482. 

— II: €pr|teUer ^eiL SlRit 49 Stbbilbungen im Xe^t unb 87 Sic^tbitbern auf 

19 Xafeln. 92r. 433. 

€tettt. I: ^ie (Brunblebren ber @tatil ftaner ftörper bon iE3. Räuber, 2)ipIom« 

Ingenieur. SRit 82 Sfiguren. 92t. 178. 

— D: «narmonbte ©tatil. 9mt 81 fjfiguten. 92t. 179. 
^Hareitfflebre omt «B. Räuber, Siplom-^ngenieur. HRit 56 Figuren. 92r. 288. 
^Qbraulir 0. ffi. {»aubet, DipIom-3nflenteur in Stuttgart. SRit 44 gfig. 92r. 897. 
•eometriftbeft 3(tAnen Pon ^. IBecfet, 9ltd)itelt unb Sebter an bet Oau« 

gemrtifcbule in 9Ragbeburg, neubeatbeitet pon ^tofeffot 3. Conbetlinn 

tn TOünfter. TOit 290 gfiguren unb 23 ?:afeln im Xejt 92r. 68. 

Mottenronftntf tionen Pon $tof . 3. Qonberlinn in SDMlnflet. 9Rit 114 gfig. 9hc. 836. 
IHffolIelperfpettiPe. Sieditmtnflige unb fdiieftoinflige ttconometrie pon $rof. 

d. eonbPtlinn in 9ßünftpr. Wi 121 ffiguren. 92t. 86a 

3etttral'9rrfprfti»e Pon ^rAiteft ^ond ^tepberger, neu bearbeitet Pon ^of. 

^.»onbPrlinn, 3)ir. b.Ägl.Qaugetocrffdmle, «TWünfler i. ®. TOtt 182 gig. 92r.57. 
teibnifibed Sdrterbntbr entbattenb bie miditigften 9tu8brfi(fe be« 9RafcbineH- 

baued, ©cbiffboued unb bet (8efttoted)niI bon CMc^ VttOA in Qetiis. 
L teil: 5)futf(lj»(JnaIiftb. 92t. 896. 

— IL teil: (gnalifdi-Deutf*. 92t. 896. 

— m. Teil: 5)eurict»«?^ramöfif(ö. 92t. 463. 
<tlettrotedini!. (^nfübrung in bie mobeme ®Iei(^« unb SBecbfelflromtecbnil 

Pon ^. C>emnann, ^rofeffot an bet ftöniftUcft %v&s^<^v\ ^v^^fcfjfejaS», ^^saS4* 'v 
gart l: 2)i> pbofifalifcften (Btunblafttu. ^M 4a^v^.>x,v^X^'eco..*^x.>aR^ \ 
— D: i>ie ©leidlftromtecbnll. «Wl loa ^\«ttxwi ^wCti v^ 'SäS^^^ ^'te-^^ 
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<JHefif »tcffinil. m: ^Gie SBec^ficointed^iiiL SRit 126 gifl. n^ 16 Saf. Sit. 19& 
^ flieidiflhroiiroiofdiine von d, Sttiiibtmmet, dngenieur u. Soient ffir C^eltto« 

tedmil a. b. 3)^ntrU)aI ®d)ooI of Zedjnologt) in aTlanc^eftei. amt 78$9io. 9h:..267. 
BttJhnt ttitb 6|Hiniraiioeii i« etortftYomnetieit »im l^iploin-SIefttoinfienieitt 

dofef ^etsofl in SSuDapeß u. $cof . f^elDmonn in 9elft. VHteaSig. 9te. 466. 
^09^enif)i?eff)»efen o. Dr. £ubtD. Slellftaf) in Setiin. SDHt47 QiQ. u. 1 Xaf. 9ti.l65. 
^r eleftdfdie Selegrovliie oon Dr. Subnrtg 8leUfta6. SRit IS^^tsuren. 9fa^ 172. 
SRsnrar- u. 6teinliaiieTar6eiten tton $iof. Dr. phil. n. ^L-^ng. (St>uar5 ©c^mitt 

in 2)armftabt 8 Qanbcf)en. Smt btelen QCb&ilbungen. 9^ 419—421. 
(fifentonftniffioiiai im i&odibait. ShtQgefagted ^anbbu(^ mtt Oeifptelen bon 

dngrnteuT ftatl ©cbinblei in SReigen. SMt liö (Figuren. 9h;. 822. 

Senne ffnnB^lniibc oon t&i47l.«^g. Obette^ret % SBectmeifin. 8 JQAnbAen. 

ai^it 256 täbbUbungen. 9h. 468, 469. 

^(v difenlietenbini oon Reg.«S3attmeiflet ftod fRbfUt in 8eclin«®tegli|^ 

mt 77 Olbbilbungen. 9lc. 349. 

4>fi)«no mtb Silfnino bon Ingenieur ^obonnei ftbtting, Siieftot. bet fSlt.* 

0ef. ®ebrfibeT ftdrting in tCüffelboif. I: ^od 9Befen unb bie Oere4)nung 

bei ^ei3ung<- unb SüftungSanlagen. 9Rtt 84 Sriguren. 9tti 348. 

— n: 2)ie täudffibrung bei ^ei}ungd- unb Süftung4anlagen. 9Rit 191 9ig. 9h. 343. 
®a9" unb S3afferinftaUaHonen mit (Hnf diln^ ber 9lbortanlagm oon ^tofeffoc 

Dr. phU. u. ^.<$ng. (fbuorb @(f)mtn tn ^armftabt 9Rit ll99lbbUb. 9h.418i' 

^09 Seranfifilagen im ^odiban. ihiisgrfagte« ^anbbuc^ über bafl 9Beftn bed 

ftoftenanf (f)Iage4 oon {&mü {Beutingei, ^idjiteft fö.^M., 8lff iftens an bei Xe(^ 

nifdben ^od)f(buIe in ^armftobt. SDHt vielen {^tguren. 92i. 385. 

Oottffiibmno. ihnsgefoBted ^anbbudb über bad ®efen ber ISauFübiunfl bon 

Qlrd)itelt Gmil 9eutingei, tSffiftent cai bet Xec^nifc^en ^0(4f(^ule in Saint« 

flabt mt 85 Figuren unb 11 Xabellen. 9h. 899. 

X\t 9antnnfl be» 6ifinll|anfcd oon ^of. Dr.«3ng. (Smil Setteilein tn ^otm« 

flabt I: 2)09 @cl)ulbaud. 9mt 38 ttbbilbungen. 9h. 443. 

— n: 2)ie @d)ulr&unie. — 2)ie 9tebenanlagen. fRÜ 81 Kbbilbungen. 9h.. 444. 
Cf f entlifbe 8abe- unb Stfimimmanftalten oon Dr. ftoil 2Bolff, @tabt»Obetbaittat 

in ^nooet. Vtit 50 Q\q. 9h. 880. 

X\t SRafibtnenelemente. Shttagefagted fiebrbud^ mit 8eif))ielen ffit boS (Selbfl* 

fhtbium unb ben pialtifc^en ®ebrau(^ oon ^tiebtic^ Öort^, Obetingenieut 

in 9{fimberg. aJZit 86 Ü^iguten. 9h. 8. 

CEfifen^fittenfunbe oon IS. Shaug, biplomtettet (^ütteningenieut. I: SoS 8to^ 

eifen. 9Rit 17 Qfiguien unb 4 Zafeln. 9h. 158. 

— n: %(a ©cftmicbcifcn. SRÜ 25 Öfiguien unb 5 lafcln. 9h. 153. 
ZtäinWtbt SSärmelebre (Xbermobonamil) oon ft. SBalt^et unb 3JL Köttinget, 

2)ipIom'3ngenieuten. Wt 54 (^iguten. 9h. 242. 

^ie ISampfmafcbine. ShttagefaBted Sebrbucf) mit Seifpielen fftt boS ©elbHihibium 

u. b. praft. Oebrout^ o. gfriebr. ©aiib, Obcring., 9lürnbetg. 9Rit 48 Sfig. Wr. 8. 
£ie 2)ampffeffel. Shitsgefagted fiebcbud^ mit Seifpielen für ha» Selbflflubium u. 

ben pralt. ©ebroucft o. griebr. öattb, Obcring.,9lümbcrg. 9Wlt67 Öfig. 9h. 9. 
Sie ©aStraftmafdiinen. l^uiagefaBte Saiftellung ber mid^tigften ©odmafcbinen' 

Bauarten o. Ongenieut SUfreb ftirfcftle in ^allc a. ©. 9Kit 55 Ofiguten. 9h.316. 

2>ie Dampfturbinen, f^re SBirtungStoei^e uxCb ÄoT\.\tw\Vv»u\»Tixv^u'^. ^ctmonn 
SBiWa, i^rofef/or am ftaatl.Xcd)n\tttm\ÄiBttmtxi. ^\\\ö\^^. '^.'KV^. 



•M iMBAnafiigfte IktvMf fmft tum 9ttebri(d 8art^, Obertofienieitt te 9»»* 
i«mi. I: QHitleitmid. Som^iftoiftanlaaett. Setfc^iebene ftrafttnafc^inen. 
gm 27 «b&Obimgetu 9to. 224. 

'" U: HhM», »affd> unb tdinb-fttaftanlagen. SHt 8t «(BdUbun^en. 9fac 226. 

— m: eiefttomottftett. aetrieMtofleiitaBeaen. (Srop^ifd^e t&atfteOttiiaeiL fRaf^l 

ber QettiebSfxafi 9m 27 fCbbUbungen. 9tv. 474. 

Sie #etrr|0it0e, f^ ftonflrultion mtb Qerec^nuno bott ^ngniieur (^ermann 

WXba, ißrof. am ftaatL Xec^tttttnii in SBcemen. SRit 899 «Ibbitbunaen. 

9?r. 414. 

VmiMKM, ^brimlifdie nttb twemnatifil^e Knlageit. (Ein fucset übetblid t)on 

8lei)teruiigdbaumeiftet Shibolf fSoqbt, CbtüeUn an bei ftdntoL bd^eren 

«tof(^inenbauf(^ule in <ßofen. Vm 69 Qtbbilbungfn. 9to. 290. 

IDfe lonbttirtf^aftliAen Vtafcbinen oon ftctrl ^alt^er, 2)U)h)m>9n0enieur in 

• TOttraibettn. 8 ©ftnbt^en. Wt Melen SttbUbunßcn. 9?t. 407-409. 

flhwtif. Shtxaei STbrig bed tAglic^ an 9ocb oon ^onbeldfc^iffen anoe^anbten 

iZ^eitt bec ©c^iffabrtSfunbe. IBon Dr. (^rana @(^ulae, Siieltoi bei 92aDi- 

8ationSf£^tae gu fiübed. SDm 66 «bbUbungen. 9k, 84. 

■9^ Weitere Bän5e finb in Vorbereituno. 

9ibHot|ef ju ben 9led^t$« u. 6taat$iDif f enfd^af teit. 

HUgntteine 9iei^tdlebte bon Dr. X^. ©tembeta, ^ritmtbosent an ber Untoetj. 
Saufanne. I: tCie ST^et^obe. 92r. 1C9. 

— n: 1^09 ^itfUm. 9h;. 170. 
8lef|t beft eiroedMiett ®efd}biu(eS. (£cfled SBuc^: QOIaemeiner Xeil. 

I: (Sfnieitunfi — Se^re oon ben $erfonen unb tton ben ^tben bon 
Dr. !ßaul Oeitmann, ^cofeffoc an ber Unioerfitdt (Srlongen. 9tr. 447. 

— n: Qtttoiib unb {Berlufl, (^eltenbmadjung unb @(iju| ber Sterte tt»n 

Ür. $aul Oertmann, Ißrofcffor an bet Uniberfität C&clanöen 9h:. 448. 

— Sto^iM SBuc^: @c^ulbrec^t L Qlbteilung: QOIgemeine £e^rcn bon Dr. ^aui 

Oettntann, Ißrofeffor an ber Unioerfitftt ©rlangen. 9h;. 328. 

— n. QCbteüung: tDic cinaelnen ©cf)uIbDcr^äItniffe bon Dr. ^aul Oertmann, 

$rofeffor an ber Unibcrfität (Erlangen. 9h;. S24. 

— 'Viertes föu^: gfamilienrec^t bon Dr. ^einric^ Zil^t, ^rofeffor an ber Unio. 

(Bdttingen. 9h;. 305. 

^tttf^e» Bibil^roaegreil^t bon ^rofeffor Dr. SBill^elm ftifc^ in ©tragburg l €. 

8 eonbe. 9h;. 428—430. 

SflttfiH9 ^anbeBrcd)t bon $rof. Dr. ftarl £e^mann in Stoflocf. 2 iBänbc^n. 

9h. 457, 468. 
ii^ bctttf4( 6(treibt bon Dr. Otto IBranbiS, OberlanbedgericI^tSrat in Hamburg. 

8 Qftnbe. 9h:. 386, 387. 

'9oflre4t bon Dr. onfreb SBoIde, $bfHnf)}eItor in 8onn. 9tt. 425. 

Idloenteine 6taat81ebre bon Dr. ^ermann 82e^m, $rof. an bet Uniberfitdt 

etragburo i. Q. 9ix. 858. 

Unoemcineft 6taat9reil^t bon Dr. ^uliud |>atf(^e!, $rof. ber fUtdite tm ber 

ffoL «aöbemie in ^ofen. 8 Q&nbc^en. 9h. 416— -417. 

1|NctiWd)e8 6taat9red)t bon Dr. Qril @ttet>(3omlo, ^to^. au tet UüL^«cS,. 

»mm, «reffe. sj^. '«s»», '«ä, 

afn$ekrtt9t tfonDr. (imü ©e^Unß, otb. «&to\. ^ct ^t^V^ \^^5:&g:^^^> ^^. yv 
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S«i keiüfi^c Utfttbtntäit an litetactfd^en, !fitt|IIe(ifc^ imb getoeiNid^ 

©(^öpfungen, mit Befonberer Qeifldfid^tieitno bet intematiotiolen fBeittftoe 

tum Dr. ®u1lab atoutei, ^atentaniuott tn (E^atlottenburs. Ri. 868. 

Scv Uiteniatiottate oeiverlili^e 9te(4t9fil^tt4| lum 3. ^tubtxq, ftotfeiL Utoi 

OierunoStat VHtglieb bei ftaiferL Patentamt! su Qetlin. 9tt. 271. 

S«9 Urlirberred^t an $6ecfen bei Literatur unb bec Sonfunft, txA SedaoSied^t 

imb boB Ur^. enecf)t an ^Berten bec bttbenben ftünfle unb bet ^f^otoqtapffit 

bon etaatdanroalt Dr. 3. ©c^Iittgen in (Sl^emni^ 9{r. 361. 

$«9 SBarmseidienredit 9ladi bem ®efe$ sunt @(M ber VBatenBeseic^nungen 

bom 12. !3)2ai 1894 bon 3. 92eubeio, ftaifed. KegienmoStot, 9Ritglieb bei 

ftaifed. Patentamtes 5U Qetlin. 91t. 860. 

Xtt nnlantere fBettbewer8 bon iRe(!^tSantDaIt Dr. aiottin IBaffetmaim in 

^mbUTg. 92t, 889. 

Sctttfdied Jtolonialtcd)t bon Dr. ^. (Sblet b. ^offmann, ^feffor 0» bet iligi. 

tltabemie $ofen. 9tt. 818. 

IRUitärfttafredit oon Dr. SRas (Stnfl SRaijet, $tof. an bet Uniberfitftt ©trat» 

buTg i. S. 8 fB&nbe. 9fac. 871, 878. 

^tttf (He Se^rberf af fnng bon fttiegSgerid^tSrat (Sad (£nbte8 L SBütjburg. 92t. 401. 
Sforenfiftde ^ftit^iatrie bon $tof. Dr. ®. ®e9ganb^ ^iteltot bet direnanftall 

f^ciebcicOiSbfrg in Hamburg. 8 Ofinbd)en. 9tt. 410 tt. 411. 

W9^ Wettere B5nbe find In Vorbereitung. 
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eoItSMittfdiaftlUlite um Dr. Catl 30^. ^dfi, ^feffot an bet ttnibetfttSt 

Xübtngrn. 9tL 188. 

18oIföniirtfd)aft99olit{f bon ^Stflfibent Dr. 81. bon bet iSocgl^t in ®etlin. 9bc 177. 
®e»erbe»efen oon Dr. SBetnet 6ombatt, ^tofeffot an bet 4>anbettl)0(t)fc6nle 

{Beilin. 2 9&nbe. 92t. 803, 804. 

Soft @enoffenfdiaftdtoefm in !^entfdilanb. fßtm Dr. Otto :8inbe(fe, ^ftetfit 

bed ^auptoerbanbed beutfd)et gemeiblic^er ®enoffenf(!baften. 9h:. 884. 
S«9 ^anbel8»efen bon Dr. 9Bi(^. Qtj^, ^rofeffot an bet UnibetRtftt UM* 

tingen. I: $afl ^anbeUperfonal unb bet ^oten^onbeL 91t. 896. 

— n. $ie (Sffeltenbörfe unb bte tnnete ^anbeispolitil. 92t. 897. 
0uS»antge ^anbelSpolitit bon Dr. ^eincic^ ©iebeling, ^feffot an bet 

Uniocrfität 8üri*. 92t. 846. 

$09 Serftd^etungdwefen bon Dr. ]ar. $aul SRoIben^ouet, tCosent bet 8ec* 

f{cf)erun6Srciffenf(i)aft an ber ^anbeldl)ocf)fd)uIe ftöln. 92t. 868. 

^h gewerbltdie 9(rbeiterfrage bon Dr. SBetnet @ombatt tBtofeffot an bet 

^anbeldl)0d)fci)u(e iBcrIin. 92t. 809. 

^\t arOetterbetfiii^etung bon ^rofeffot Dr. snfrrb 972aned in iSerlin. 92t. 867. 
SrinansiDtf fenfdiaf t oon ^rafibent Dr. 92. bon bet iSorg^t in IBetlin. I. SOIgemeinet 

XeU. 92t. 148. 

— n. ©cfonbeter Xeü (Stcucrle^re). 92t. 391. 
3At eteuerfQfteme be9 0u0{anbed bon ®e^. Obetfinonarat O. 6(^toat) in 

J0er/in. 92t. 426. 

SU (Btttwiatmg bev 92e{f99finan&cit Don ^t&\\\itul T>t. ^ vxä >4«. %«t^t 
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^c 9toan)ftifletiic htx (Brogmftiftte. Ontemat. @taatS- u. Oemeinbe-Sfinan}- 
loefen.) SJon O. ^ditoati, ®e^. Obetfinonarat, Qeilin. 2l8b(^. 92c. 460, 451. 

6osi0looie tton $tof. Dr. t^omad ISc^elÜ in Qcemen. 9hE. 101. 

IMcChmviiflittto berf oMalm Prtaoe t)on $tof.Dr. f3fecb.Xdnniei{n(£uHn. 9hr. 353. 

Ktmenivefeit unb Smienffirforoe. (SinfüJ^cung in bie fo^iole (^Ufdacbeit »on 
Dr. «Ibolf «Bebet, $cofeffoc an bec ^onbeis^od^fdiulr in ftdln. 9he. 846. 
■•* Weitere Bänbe flnö in Vorbereitung. 

S^eolo0if(^e unb religionsiDiffenff^aftH^e 

»ibliot^ef. 

9it QlttÜie^img beft fllteit teftamcntft oon Sic. Dr. SB. @taec{, $rofeffoc an bet 

UntVftftt&t in ^ena. ' • 9tt. 272. 

» «Hk ii mH ttiifte 9ieliflf9ti»0€f«f|ii|lc toan D. Dr. SRos 5^d^, $rofeffor an bet 

UntDPrfit&t iPredlau. 92c 292. 

0(fdlidltr 9frarl# bid auf bie griec^ifc^e 3eit üon £ic Dr. 3. ^enaingei. 9bE. 231. 
Sanbeö- n. 8oir$lunbe 9a(äfiina9 oon Lic. Dr. (S^uftab (^dlfc^et in ^oUe. 

Wit 8 IBoIibilbem unb 1 9arte. 92t. 845. 

^ie<£ntftrliunab.92rumtrftamfnt9D. $cf. 8ic.Dr.C[aciSIemenin8onn.92c.285. 
^e Chit»i(flim0 ber (briftliitien Steliflion innei^olb bei 9leuen Xeflantenti 

tton $rof. Sic. Dr. ^arl (Stiemen in Oonn. 92r. 388. 

Ilctttcflamentlidie 3eitoefifiicbte oon Sic Dr. tB. ^tatxi, ^tofeffot an bet 

Untoerfttät in ^tna. I: Set biftorifc^e u. Iultucgefd)id)tli(^e ^intetgtunb bei 

Urc^riftenmmS. ]Ht. a25. 

— n: Sie SteligiDn bei ^ubentumi im St\täittt bei ^eUenÜrnui unb bet 

82dmfTbrtrid)aft 92i. 828. 

IMf Qhitfietiiino bc4 taltnnbi oon Dr. ®. gfunl in Qoifotoi^. 92t. 479. 

K(ti| bet oeroleidienben Melioioniwiffenfdiaft oon $tof. Dr. X^. 8lcf)e(Ü 

in IBrenim. 92i. 208. 

^c Stelioionctt bet 92atittiiaifct im Umcig bon Dr. X^. tCcTjelii, »eilonb 

$tofeffor in ©temen. 92r. 449. 

3nbifi4e 9{elioionioefifiii4te üon $cof. Dr. Q^munb (^acbl). 92t. 83. 

Oitbblia oon ^lofeffor Dr. (Sbmunb ^aihtf, 92t. 174. 

0tiediifdie unb tamiftbe V2iitl|0looie bon Dr. |>ecmann ©teubing, 92eItot 

bei ®t)mnafiumi in 6(finfpbero. 92t. 27. 

•etmonifdie aRntboloQie oon Dr. (f. 9Root $iof. an bet Unib. SeiDSig. 92t. 15. 
fbU bentfcbe i&elbenfaoe twn Dr. Otto Suitpolb 3itic}el, $tofeffot an bet 

Uniberfit&tTOnftet. 92t. 82. 

■9^ Weitere Bdnbe finb in Vort>ereitung. 

^abagogifd^e SibliotlS^ef. 

IßSbogogil im (Brunbrig oon ^tofeffor Dr. 8B. 92ein, Siieltot bei 9Ab(i* 
gogifdjen ©eminati an bet Unioerfit&t in Qena. 92t. 12. 

®efi^id|te ber ^Sbagogi! oon Obetlebiet Dr. ^. SBeimec in ÜSieibaben. 92t. 145. 

6(bttl{irasii. a^etbobil bet iBoIfäfdjuIe oon Dr. 92. @et)fett, @eminarbtie(tot 
in 3f(fjopau. Sto..^Ä, ^ 

Bti^ettfibute bon ^rofeffot «. ftlmmldj Vn \X\m. »iSRÄ ^& TWK'öä N».^»«*^ 
Batbett' u. ©ottbrud u. 200 SSotU u. Xet\Xi\S&wxu ^»..'«^ 
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9€m€$m0^Mi twn Dr. (S. Sto^Inmfd^, t^cof. am A0L Mfer WXbeUai^ 
(S^tjmnafiuin |U |>antutmL fRtt 14 0Db6flbunfien. fite. 96. 

$«9 0ffeitÜiil^e UnterKMitSivefai ^entfdytmM in ke« SigciDMft Mn Dr. 
$aul ©td^er, 0t}itnraftalo6eile^et tti Btoi^nt. 81I.-18Q. 

0efil^il^te be9 bentfifteti t|]ttevrtittti9efe«9 tMm $T9feffoc Dr. ffriebtl^ eeOei; 
S)iieItoT bei ftdntolif^en Otjnmafbtini |u fiudou. I: fBon Qbtfono an MI 
8um dtCbt bei 18. So^i^mtbettt. 92r. 275. 

— n: S^om l^^eghm bei 19. ^obibmibertt Btö auf bie Q^efientDori 92t. 276. 

Sa9 bnttfifte Qfortfillbintodffihdvefeii ttac^ feinet gefc^ic^tlif^en (SntnrtcRuno 
unb tn feiner oe0entt)ftTtigen 0eilalt bon ^. ©ierdS, tCireltot bet ftfibt 
Srortbilbungdfcfiulen tn ^eibe L ^olftein. 9lt. 892. 

%\€ bentfi^e 6dinle int VnSktibc bon ^oni Vmi^tn, tDiteltot bet htnUiäitn 
Gi^ule in Sttttic^. 9fac. 259. 

■9^ Weitere Bände find in Vorbereitung. 



ajibliotlef 3ttt Aunft. 



6HI!ttnbe bon $rof. ftarl Otto (^artmonn in Gtuttgort. SRit 7 fBoObilbetn 

unb 195 ^Certillufhrationen. 9^r. 80. 

Tit Oottlnnlit bei Kbenblonbei bon Dr. ft. ^>äfi.\n, Qffiflent am üetoetbe* 

mufeum in Bremen. 9Rit 22 Qlbbilbungen. fite. 74. 

Sie 9iaftil bei 9lbenblanbei bon Dr. ^ani 6teonumn, ^eltot bei 8al|t. 

92atidnalmufeumi in fRünt^en. SRit 23 ^feln. fite. 116. 

Sie ^iamt feit Qcoinn bei 19. Sabrünnberti bon 9L (^eUmebet in SRÜni^en. 

Vtit '41 eoUbtIbetn auf ametilantfc^em ftun^nufbapiet. 9tt. 82L 

Sie 0ra)ibif(ben Itfinfte b. Qtotl ftampmann, 1. 1 Sebrec an bet f. I. (S^ta^^ifc^en 

fie^c u. Serfud)SanfiaIt in fBien. Wt so^Iteidjen Stbbilb. u. Qettasen. fite.7S. 
Sie !ßljotonrabbie bon ^. fteBlet, $rof. an bet 1. 1. 0rapbif(ben £e^ unb 

8}eTfu(^danflaIt tn fBien. VHt 4 Xafeln unb 52 filbbttbungen. 9te. 94. 
■9^ Weitere Ganbc finb in Vorbereitung. 



Sibliot^ef jut aRufif. 



Sniflemeine Shtfifle^re bon Biepficm fMl in Sei^sfi* fite. 220. 

Viitfiraliffbe nfnftil bon Dr. ftad 2. @c^dfer, Sosent an bet UvibetfUdt Oetlin. f 

imit 35 ^bttbungen. 9te. 81. 

^armonielebre bon '9(. ^olm. 9Ht bieten 9lotenbeUagen. fite. 120. 

SKufifalifdie gformenle^re (Slomtfofitionile^re) bon 6te^^an ttte% t, IT. 

mt olcicn Slotenbeifbielen. fite. 149, 150. 

5tontrabunft. Sie £e^ce bon bet felbflAnbigen etimmffil^rung bon ®tt}Aan 

Stern in ScilJsiQ. 9te. 890. 

t^uge. (Sriöuterung unb Anleitung gut ftomf^ofition berfelben bon 6teb^ 

ftrc^I in ficipaifl. 9te. 418. 

3itftrumrntenlebre bon Shifilbiteltot fjfrana SRaber^off in (S^emnib. I: Zei^t 

//; f«atenbeifplele. 9te. 437, 48S 

a^ufifämetit bon Dr. St, (Brunitt) \n (Stuttgart, <»t. 34^ 

&r/i0id^fe her aXten nnb wittelalt«\\ä»ni «luVit ^^xi l>i. ^ ^smäs^sx. ^ 
ia^Iveidfen m>b\l))unQtn unb «Dlu\«bt\laftttu \. W. ^Stt. Vi.\. ' 
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IRiififoefdiidite brd 17. n.18. dafirliiluDeitS n. Dr. tt. föiundlt) i. ©tuttgort. 92i.239. 
— bed 19. dalirtiunbritil oon Dr. St. ©rüttelt) in Stuttgart. L IL 92r. 164, 165. 

W9^ Weitere Bänöe finb in Vorbereitung. 



Sibliotl^ef jur 2anh» unb S^i^fttoittfd^aft« 

Oobenrniibe oon Dr. ^. f^oaeler in S^önig^berg i. ^r. 9^:. 455. 

9lfferlian- nnb Vflonjtratianlelire t)on Dr. $aul Slippert in Berlin unb (Smfl 

S^angrnbrd in $o(t)um. 9h:. 232. 

fianbwirtfdiaftlidie 9ftrifbdlr6rr bon Qm[i Sangenbecf in 9o(^um. 92r. 227. 
Üingemeinr unD fpesieUe tirrj^uibtlflire t)on Dr. $aul 9lit)prrt in ^Berlin. 92c.22d. 
SloHtnlturdifmie 1: ^flan^rnrrnabrung Don Dr. ftarl ®rauet. 9tt, 329. 

Sad aoritultnrdifniifdir Aontrollmcfen o. Dr. Ißaul ftrifdje in (l^öttingen. 9{r. 304. 
9ifd|trei nnb Sifitiiuibi oon Dr. itarl (Scfftetn, $rof. an bei (^orftalabemie 

(Sbereroalbe, ttlbtetlungiibtcigent bei bei ^auptftation bed forftitdjen IBei« 

fucbdmeiend. 9hc. 159. 

Sforfhuiffenfibaft oon Dr. Q(b.€d)n)appacf), $rof. an ber f^orftalabem. (Sberdroalbe, 

^btetlungdbmgent bei ber ^auptftatton b. forftlicben l^^etfut^uefend. 92r. 106. 
Sie 92abelti9lirr oon $rof. Dr. B- ^. Sieger in ^Ibacanbt mt 86 ^bbil- 

bungen, 5 Tabellen unb 3 Starten. 9lt. 855. 

■r Weitere ßänbe finb in Vort>ereitung. 



daitbelsiDiffeitfd^aftltd^eSibUotl^ef. 

Cuil^ffi^rnno in einfadien nnb boppelten Soften oon $rof. {Robert @tern. Ober* 
lebier ber Cftratltdjen ^anbeljflebcanftolt unb Sojent ber ^onbeldboc^ 
f(f)ule au Sftpjig. SRtt (Formularen. 9tt. 115. 

Scntfi^e ^anbcUturrefponbens oon^rof.Tb- beSeouj?, Offiaier be Ti^nßruo 
tion ^ubltaue, Cberlebier o. ^. an ber Cffentlid)en ^anbeUIebranftalt 
tmb Seitor an ber ^anbeldbocbfcbule su Setpaig. 9h, 182. 

8fniiii9fifd)e ^anbel^lorrefponbeni Pon $rofeffor X^. be 8eau£, Offiaier 
be l';^nftructu>n publique, Oberlebrer a. S. an ber Cffentlidjen ^anbeld* 
lebranftalt nnb 8eftor an bet ^anbelSbocbfcbule au Seipaig. 9^^ 183. 

(htglifAc ^anbeUforrefpanbeni bon C^ (S. SSbttftelb, 9R.-91., Oberlebrer am 
Sing Sbroarb VII (Brammar ©diool tn fttng» 2nnn. 9tt, 237. 

Siolieniffbe ^anbeUtorrefponbena Pon ^rofeffor Hlberto be Oeau& Ober* 
lebrer am ftbntgltdien dnfntut @@. Qlnnunaiota au f$loren|. fflt. 219. 

epanif die ^anbeldf orrefponbena P. Dr. «Ufrebo iRabal be SDlarteacuRena. 92r. 295. 

Mttffifdie ^anbelöforrefponbena oon Dr. ZJ). p. ftarorapdip in Seipaig. 92r. 315. 

ftotifmannifitie» 9{edinen oon $rof. 9iid)arb 3ufl. Oberlebrer an b. Cffentlidjen 
^anbelflebranftalt ber 2)redbener S!aufmannf4)aft 3i8be. 9lr. 189, 140, 187. 

SBorentnnbe oon Dr. ftod ^affad, ^rofeffot an bei SBienei ^anbeUalabemie. 
I: Unorgonifc^e fBaren. Wi 40 ^Ibbilbungen. 92r. 222. 

— n: Otgantfdje VBoren. 9Rit 86 QCbbttbungen. 92t. 223. 

Srogenfnnbe bon fftiäf. tCorftetoi^ tn fitlp^V^ >xx\.^ ^tx^x^^WvS^^^'^^iys«^ 
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SRag-r Vlfina' unk ®miäiiitot\tn bon Dr. Uviq. fSÜtib, $tofeffoc m bec 

^onbeisfcfiule .in ftöln. 9hr. 883. 

2)ad SBet^felwcfen üon Sted^tSanmalt Dr. mubolf 3Ri)^ed in Sei|)5iQ. 9tt. 103. 



Weitere ßänbe finb in Vorbereitung. Siebe au<b „Volles* 

wirtfcbaftlicbe Bibliotbeh**. €in ausfübrlicbes Verzeichnis 5er 

aufeerbem im Verlage 5er G. ]. Göfcben'fcben Verlagsban5iung 

ericbienenen banbelswinenfcbaftlicben Werhe kann 5urd) |e5e 

ßucbbanblung l^oftenfrci belogen werben. 



anilitäts unb tnattnetoiffenf(^aftU($e 

StbIiotI)et. 

S)aS nttfbeme SfelboefAfilj. I: ^ie Gnttt^tcflung beS fjfeiboeidjübed feit (Sin* 
fü^runfl bei gesoßencn 3nfantericßenjc^t§ 6i8 einf(f)Iie6Iicl& ber (Stfinbung 
bed rau(f)Ioien ^ulöerd, ettea 1850—1890. o. Oberftleutnont %ß. Oetibencetc^, 
SKÜitärlcbrcr an ber aKUitactetftn. Sllabcmie in ©erlin. TOit 1 «D&bilb. 9tt.306, 

— II: 2)ie Gutiuicflung bed beutigen (^elbgefc^ü^ed auf ®runb ber (Srfinbung 

hei raud)Io{en ^ul&erd, ettua 1890 bid sur ©egenmart, oon Obecftleutnant 
SB. ^e^benrcid), aJZüitäile^rcr an ber aTiilitärtccOn. Qlfabemlc in ©crlin. 
ajiit 11 Slbbilbungen. <Rr. 807. 

2)ie mobernen ^effbfifte ber gfugartiHerie. I: ^om Qluftreten ber gesogenen 
©cfc^üöc bi3 äur Scrtocnbung beS roucfifAioatöen ^ulöcr« 1850—1890 
bon anummcnboff, 9Raior beim @tabe bed 9u&artiUerie«2RegimentS. SeneraU 
felbseugmeifter (SBronbenburgiftbed Str. 8). ^Rit 50 teitbilbem. 92r. 834. 

— II: ^ie (Sntmicflung ber beutigen (Sefc^übe ber ^ugartillerie feit (Sinfübrung 

bei» rau(^fcbn)a(ben tßuIoerS 1890 bis sur (Segcnttart. SRit 33 Xe^tbilbem. 

9{r. 362. 

^e C^ntmiffluno bev ^anbfe«ern)affcn feit ber 9)2ttte bed 19. ^abrbunberts unb 
ibr beutiger ®tanb bon (&. SBi^obel, Oberleutnant im 3nf.*9tegt. ^Jh^err 
filier bon ®ftrtringen (4. ^ofenftfie«) 9?r. 69 unb «ffiftcnt ber ßönigl. «e- 
toebrprüfungdlommiffion. Wt 21 QlbbUbungen. 9hc. 866. 

2)ie (SntwiiOuno bed jtriegdftbüfbaued bom satertum hiS sur 92euseit. 
I. teil: ®a8 Seitalter ber Kuberfcbiffe unb ber ©cgelftbiffe für bic 
ftriegSfübrung }ur ®ee bot|t Qlltertum bid 1840. 9Son Xiarb ©cbroai), 
QJcb. aKarincbourat u. ©(biffbau«5)ireftor. 9»it 32 Slbbilbungen. 9hL 471. 

anUitarftrafretbt bon Dr. 9Ra£ G^rnft SD^atjer, $rof. an ber UniberfitAt ©traft» 
Burg i. e. 2 SBanbe. 9lr. 871, 378. 

2)tutffbe SBcbrberfaffung bon ftarl (Snbrc«, 5tricg8geri(bt8rat bei bcm OJeneral- 
lommanbo bc« ßgl. babr. II. ^rmcelorb« in SBürsburg. 9h:. 401. 

2>ie 6ecmarbt in ber bcutfrtjcn ©cf 1jirf)te bon ffiltll. ?lbmtraIiKit§rat Dr. Grujl 
bon iiallc, $rof. an ber Unibevfität ©crlin. 9Jr. 37a 
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iBetfc^ielienes. 

Solfdüi6(iot^efeit (Sucher- unb £efcl)anen), il^re @inrid)nin8 unb SSertvaltuno 
bon emil J^aefdilc, ©tabtbfbltot^clor in GIbcrfelb. 'Sli. 332. 

SaS bctttfffie Scitttnodwcfen o. Dr. 9{obcTt IBrunbuber in ltdin a. 92^. 92r. 400. 

Sa9 moberne 3eitnnodwefen (@t)ftem bec 3eitun6dle^re) bon Dr. {Robert 
©runbuber in Äöln a. ^% 92r. 320. 

Kllgcmeinc Q)ef(^ii^te be9 3citnn08tvefen3 bon Dr. Subteig ©alomon in 
Qena. Wt. 351. 

€m84ntitfi itnb IffadrunoSmittel bon Obcrflabdorat $tof. Dr. ©ifd^off in 

Oettin. SRit 4 (Figuren. 92r. 464. 

SeloegnnoSftiiele bon Dr. (S. ftoblraufd^, $rof. am ftgL ftaifec SBUbelmd- 

Öömnafiuni su ^annooer. 3Rtt 15 OCbbilbunfln. 92r. 96. 

Ser menfitliite fiärtier, fein Qos nnb feine Slätiofetteit, bon (f. 9?ebmann, 

Oberf(f)uIrat in ftoildrube. Sßtt 0efunb^eitdIebce oon Dr. med. ^. ©eiler. 

SRit 47 ^bilbungen unb 1 Xafd. 92r. 18. 

ISie dnfeltiondlranflieiten itnb ibre Serbfitung bon (StiAatst Dr. t3B. ^off« 

mann in Serlin. SRit 12 bom Serfoffer geseic^neten Qlbbilbungen unb 

einer gfiebertafel. 9tt. 827. 

Xrotienbtifliene oon SIReb.-9Iat $rof. Dr. 9}od)t, 2)iTeItot beS ^nfütuteS für 

©cbiffS« u. ?:robcnIranfbeiten in Hamburg. 9?r. 369. 

^ie ^tinicne bed 6tabteban9 bon ^. (£br. 9ht6baum, $rof. im bei Xt&^xi. 

^ocbfcbule in ^annooer. SRit 30 iilbbiTbnngen. 92r. 848. 

%\t ^bgiene bed SBobntmoSniefend bou ^. Obt- Shtgboum, $rof. an bei 

Xec^n. ^0(bf4ule in Oannooet. SRit 20 tKbbilbungen. 92c. 363. 

Oetverbebtigiene oon IBe^. 9RebisinaIrat Dr. Sftot^ in ^otdbam. 92t. 350. 
91)annaIognofie. 8on tU^otbelec % @(bmitt^enner, Qlfiiftent cm Qotan. 

SnfHtut bei Xec^lfcben Oocbfcbule ftaiUru^e. 92i. 251. 

ISnioenfBnbe bon 8?i(Q. Sorflemi^ in fieipsig u. (Seorg OtteiSbad^ in Oambuig. 

9?r. 413. 

%\t Vbotogratiliiie- 8on ^. fteglei, $rof. an bei f. I. OcoD^ifd^en £e^i- unb 
Serfuc^anflolt in SBien. 9Rit 4 %a\. unb 52 ^bilb. 92t. 94. 

Stenogtap^ie. 

StenooiaVljie noc^ bem (Sl)flcm bon 8f. 2.* öabeWberget bon Dr. Snbert 
©cfiramm, SanbeSomtSaffeffor in a)rc8bcn. 92t. 246. 

t\t Slebefitrift bcS d^abetöbergeift^en elftem» bon Dr. «Obect @d)Tamm, 
ßanbrtamtJaffeffoT in S)re?ben. 92t. 368. 

Se^ibut^ bei Seieinfaibten %tttff^en 6tenogiabl|ie (C^tnig.«@bfiem Stolpe« 
©c^relj) nebft ©djlüffcl, JÖlllg^cn unb einem tlln^ong bon Dr. 8lm(el, 
etubienrat beß Äabcttenlot\>a \tv %?w?fetx^. ^^x.'tsw ' 

Weitere Bänbcölc^er e\n3e\xve\\fV\i\^\\>xxv<^«^\ctÄi\xv^«<wx^^^ 
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